Computational Convexity
Optimale Containment Probleme

René Brandenberg

8. August 2006



Inhaltsverzeichnis

0 Wiederholung 1
1 Polaritit 6
2 Komplexitiatstheorie 9
3 Einige NP-vollstindige Probleme 15
4 Norm-Maximierung 18
5 Das allgemeine Containment Problem 26
6 Geometrische und algorithmische Grundlagen der Radienbe-
rechnung 28
7 In- und Umradius - optimales Containment unter Homothe-
tie 38
8 Dicke und Durchmesser 44
9 Die anderen Radien 48
10 Multiples Containment unter Homothetie 51
11 Approximation und Core-Sets 53
12 Adaptive Ansitze 57

0 Wiederholung

0.1 Definition
a) Ein Vektor v € R? heifit Linearkombination der Vektoren v!, ... v* € R?,

wenn A, ..., A\ € R existieren, sodass v = Zle v, Gilt zusdtzlich
Zle \i = 1, so heifit v Affinkombination der v',... vk, Gilt \; > 0,
1 < i <k, dann heifst v Positivkombination derv',...,v* und gilt wieder-

um zusdtzlich Zle X\ = 1, so heifit v Konvexkombination der v',. .., v*.

1

BEMERKUNG: Offensichtlich ist v Linearkombination von v', ... v*, ge-

nau dann wenn v Affinkombination von v', ..., v",0 ist.



b)

d)

A C R? heift linearer (affiner) Unterraum des RY, wenn A beziiglich Line-
arkombinationen (Affinkombinationen) abgeschlossen ist. Ist A beziiglich
Positivkombinationen abgeschlossen, so heifst A Kegel, ist A beziiglich
Konvexkombinationen abgeschlossen, so heifit A konvex.

BEMERKUNG: Insbesondere gilt fiir konvexe Mengen damit natiirlich, dass
fir alle z,y € A schon das Segment [x,y] := { x+ (1 =Ny : A € [0,1]}
Teilmenge von A ist.

Die lineare Hiille von A C R? ist definiert durch lin(A) := O{F : A C
F C RY F linearer Unterraum}. Analog werden die affine Hiille aff(A),
die positive Hiille pos(A) und die konvexe Hiille conv(A) definiert.

Die Vektoren v, ..., v* heifien linear (afﬁnZ unabhéngig (kurz Lu. bzw.
a.u.), wenn fir alle Ay,..., A\, € R mit Y7, Av" = 0 (und Zle Ai =
0) folgt, dass \y = --- = A\, = 0; andernfalls heiffen sie linear (affin)
abhéngig.
BEMERKUNG:

(i) vl .. 0% Lu <ot R 0 a.

(i) o', ... 0Fau e ot —oF o 0FT =k L

Ist F' ein affiner Unterraum und k derart, dass k + 1 aber nicht k + 2
affin unabhdgige Vektoren in F' enthalten sind, dann heifst k die Di-
mension von F, kurz dim(F) = k. Fiir allgemeine Mengen A setzt man

dim(A) = dim(aff(A4)).

BEMERKUNG: Man beachte, dass die Dimension eines linearen Unter-
raums aufgrund der Bemerkung nach Teil (d) der maximalen Anzahl li-
near unabhingiger Vektoren entspricht.

0.2 Satz (Caratheodory)
Sei A C RY, dim(A) = k. Dann ist jedes x € conv(A) Konverkombination
von héchstens k + 1 Vektoren aus A.

0.3 Definition

a)

Seien A,B C R%, X\ € R. Die Menge A+ B :={a+0b:a¢€ Ab¢c B}
heifft Minkowski-Summe von A und B, die Menge NA = {Xa : a € A}
heifit Dilatat von A um X. Weiter sei —A := (—=1)A, A— B := A+ (—B)
und A+ z = A+ {z}.



b)

d)

Eine Menge A C RY heifit O-symmetrisch, wenn A = —A gilt und sym-
metrisch, falls ein Zentrum ¢ € R? existiert, sodass A — ¢ 0-symmetrisch
15t.

Sei X ein d-dimensionaler reellwertiger Vektorraum und || - || eine Norm
auf X. Dann heifft M = (X, || - ||) Minkowski-Raum. Die zugehorige Ein-
heitskugel ist B = {x : ||z|| < 1} und die Einheitssphere S = {x : ||z|| =
1} Ist X =R und || - || = || - ||, p € [0,00], so schreiben wir auch RY fiir
M.

BEMERKUNG: Da jeder reellwertige d-dimensionale Vektorraum isomorph
zu R? ist, betrachten wir meistens nur den Fall X = R¢.

Ein Korper K ist eine nicht-leere, kompakte und konvexe Teilmenge des
R,

BEMERKUNG: Jeder volldimensionale symmetrische Koérper entspricht ei-
ner Einheitskugel eines Minkowski-Raums.

0.4 Definition
FEinige spezielle konvere Mengen:

a)

b)

d)

Sei k < d und F ein k-dimensionaler linearer Unterraum des R?, ¢ € R?
und p > 0. Dann heifft c+ p(BNF) (c+ p(SNF) ) k-Kugel (k-Sphere)
mat Mittelpunkt ¢ und Radius p.

Ist F ein (d — k)-dimensionaler affiner Unterraum des R® und p > 0, so
heifst F + pB k-Zylinder mit Radius p.

BEMERKUNG: Man beachte, dass die Begriffe Kugel, Sphere und Zylinder
normabhingig sind und dass in R¢ die orthogonale Projektion eines k-
Zylinders F + pB auf F* eine k — Kugel ist.

Seiu € RT\ {0} und o € R. Dann heifit der affine (d — 1)-dimensionale
Unterraum H, o = {x : u"x = a} auch Hyperebene. Die Mengen H; , =
{o:u"z <o} und H,, = {x:u"z > a} heifen positiver bzw. negativer
Halbraum und der Vektor u &uflere Normale.

Ein Polyeder P C RY ist der Schnitt endlich vieler Halbrdume, also
P =N {z: W)z < ap}. Ist P beschrinkt so ist P ein Polytop
und kann auch in der Form P = conv{v!, ... v*} dargestellt werden. Die
Beschreibung von Polytopen als Schnitt von Halbrdumen nennen wir H-
Darstellung, die Beschreibung von Polytopen als konvexe Hiille von Vek-
toren V-Darstellung.



f)

9)

h)

BEMERKUNG: Die Halbrdume einer irredundanten H-Darstellung induzie-
ren genau die Facetten des Polytopes, die Vektoren einer irredundanten
V-Darstellung genau die Ecken.

Istk < d und sindv',... v* € R? a.u., so heifit S = conv{v!,... v}
(k—)Simplex.

FEin Zonotop Z ist die Minkowski-Summe einer endlichen Anzahl von
Segmenten S;, i = 1,...,m. Ist ¢¢ Mittelpunkt des Segments S; so gilt
Z=3" 8=+ (S — ), wobei Yt ¢ das Zentrum von
7 ist und jedes Segment S; — ¢ Mittelpunkt 0 besitzt.

Sind c,z',...,2™ € RY so heifit die Beschreibung des Zonotops Z =
e+ =22 = >0 [-1,1]2%, i = 1,..., m kanonische S-Darstellung.
Ist Z =% [0,1]2", i = 1,...,m, so heifit die Beschreibung standard S-
Darstellung.

BEMERKUNG: Jedes 2-dimensionale symmetrische Polygon ist ein Zono-
top, aber in hoheren Dimensionen gibt es symmetrische Polytope die keine
Zonotope sind (siche Ubung 2.3).

Ist Z ein Zonotop, sodass die 2* einer S-Darstellung von Z linear un-
abhdngig gewdhlt werden kénnen, so heifft Z Parallelotop. (evtl. in S-
Darstellung)

Sind vt, ... v € RS paarweise orthogonal, so heifit B = c+ ﬂle HLM N
ﬂf:kﬂ HY ,, Box und X = ¢+ conv{£v', ..., +v*} Kreuzpolytop. Sind
die v* alle normiert, dann heifst B Wiirfel und X regulires Kreuzpolytop.

BEMERKUNG: Jede Box B ist ein Parallelotop, B = Zle[—l, 1]# ei-
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ne zugehorige S-Darstellung. Kreuzpolytope sind aufler fiir £ = 2 keine
Zonotope.

0.5 Definition
Sei A C R?.

a)

b)

int(A), cl(A) und bd(A) bezeichnen das Innere, den Abschluss bzw. den
Rand von A.

relint(A) und relbd(A) bezeichnen das relative Innere bzw. den relativen
Rand von A beziiglich aff(A).



0.6 Definition
Seien A,B C RY, u € R* und o € R. Gilt A C H/, und B C H,,, oder
umgekehrt so trennt die Hyperebene H, . die Mengen A und B. Gilt fir
a; < a < ay sogar, dass A C H;jal und B C H,,,, so trennt die Hyperebene

H, . die Mengen A und B streng.

0.7 Satz
Seien A, B C R? nicht-leer und konvex.

a) Gilt aff(AU B) = R, dann sind A und B genau dann trennbar, wenn
relint(A) Nrelint(B) = 0.

BEMERKUNG: Die Bedingung aff(A U B) = R¢ ist notwendig fiir die Hin-
richtung, da andernfalls alles in einer Hyperebene liegt, diese dann aber
trennend wére.

b) Ist A beschrinkt und cl(A)Ncl(B) =0, dann sind A und B streng trenn-
bar. Fiir Polyeder gilt die Aussage auch ohne die Finschrdinkung, dass A
beschrdnkt ist.

0.8 Definition

a) Sei A C RY, v € bd(A) und H eine Hyperebene, sodass A C H und
v € H. Dann heifst A in v stiitzbar, H Stiitzhyperebene an A im Punkt
v und H™ zugehdoriger Stiitzhalbraum.

b) Sei K C R? konver, F C K und 0 < j < dim(K)—1. F heifit j-Seite von
K, wenn dim(F) = j ist und es eine Stitzhyperebene H an K gibt mit
K NH = F. Seiten der Dimension dim(K) — 1 heiffen Facetten, Seiten
der Dimension 1 Kanten und Seiten der Dimension 0 Ecken. K und ()
werden uneigentliche Seiten genannt, alle anderen eigentliche.

c¢) Sei K C RY konver und v € K. Gilt v & conv(K \ {v}), dann heifit v
Extremalpunkt von K.

BEMERKUNG: Ist K abgeschlossen, so ist jede Ecke auch Extremalpunkt.
Die Umkehrung gilt im Allgemeinen aber nicht!

0.9 Korollar
Sei K C R? konvex. Dann ist v € bd(K), genau dann wenn K in v stiitzbar
15t.

0.10 Satz (Minkowski)
Jeder Korper K ist die konvexe Hiille seiner Extremalpunkte.



BEMERKUNG: Fasst man die Aussagen der Sétze 0.2 und 0.10 zusammen,
so folgt, dass jedes x € K bereits in einem durch Extremalpunkte von K
aufgespannten Simplex liegt.

1 Polaritat

Sei M = (X, || - ||) ein d-dimensionaler Minkowski-Raum tiber R.

1.1 Definition
X* = L(X,R) = {z, : X — R : z, linear} heifft konjugierter Vektorraum zu
X.

1.2 Lemma
a) X* ist ein d-dimensionaler Vektorraum dber R.

b) Seiel,... el eine Basis von X. Dann bilden die Vektoren el,... ed, die

durch die Setzung €. (e’) = d;; definiert sind, eine Basis von X* (die zu

et, ..., et konjugierte Basis).

c) Seiel,... el eine Basis von X und el,... ed die zugehorige konjugierte
Basis von X*. Ferner seiel,, ... el die zuel,... el gehorige konjugierte
Basis von (X*)*. Dann sind durch die linearen Abbildungen ¥ : X* — X,
Uel) = e und @ : (X*)* = X, ®(cl,) = e Vektorraumisomorphismen

gegeben mittels derer X und X* bzw. X und (X*)* oftmals identifiziert
werden.

1.3 Definition

a) Die durch (u,x) = u(x) definierte Abbildung (-,-) : X* x X — R heifit
kanonische Bilinearform. Ist x = Y0 e’ und u = S0 wiel, dann gilt
(u,z) = Z;j:l wir; = ulx.

b) Durch ||ul|* = max{(u,z) : € B} ist eine Norm auf X* definiert, d.h.
M* = (X* || - ||*) ist wieder ein Minkowski-Raum. Dabei heiffen M und
M* konjugiert, ebenso || - || und || - ||*.

BEMERKUNG: Identifiziert man X** mit X so erhdlt man || - ||** = || - .



1.4 Beispiel
Seien p,q € [0,00], sodass 1/p+1/¢ =1 und M = Rg. Dann gilt nach der

1/p

Holderschen Ungleichung Vo € R? mit ||z, = (Zfil |xi|p) <1, dass

d d
[(u, z)| = ’ZWI%” < Z |uii]

i=1 i=1

d 1/q d 1/p d 1/q
< (Z W) (Z |:rz-|p> < (Z |ui|q) = llull,, VueX".
i=1 i=1 i=1

Gleichheit tritt in der Holderschen Ungleichung fiir den Fall auf, dass ein
A > 0 existiert mit |z;|" = A|w;]9, 1 <1 < d. Unter dieser Bedingung kénnen
wir auch die Striktheit der anderen Ungleichungen erzeugen. Es gilt also
max{(u,z) : x € B} = ||ul|,. Folglich sind || - ||, und || - ||, konjugiert.

Fiir p = 2 gilt ¢ = 2. Fiir p = 1 folgt ¢ = co und vice versa.

1.5 Definition
Sei A C M. Das Polare (die Polarmenge) A° von A ist definiert durch A° =
{u e M*: (u,z) <1Vre A}.

BEMERKUNG: Analog werden die Polaren fiir Teilmengen von M* definiert,
die durch die Identifikation von M** und M dann auch als Teilmengen von
M aufgefasst werden konnen.

1.6 Beispiel

a) Sei F' ein linearer Teilraum von M. Dann ist F° ein linearer Teilraum von
M* und es gilt dim(F) + dim(F°) = d. (Sei e',. .., e* eine Basis von F,
dann ist offensichtlich u € F° < (u,e’) =0, 1 <i < k.)

b) Fiir p > 0 gilt (pB)° = 1/p B*. (Also insbesondere, dass das Polare der
Einheitskugel die konjugierte Einheitskugel ist.)

BeEwEIs: Es gilt u € (pB)° < u(z) < 1,Vx € pB. D.h. |ul|* < 1/p.
Andererseits gilt u € (1/p)B* < ||lul|* < 1/p. Es folgt u(z) < 1/p,Vo € B
und damit u(x) < 1,V € pB. O

1.7 Lemma
Sei A C B C M. Dann gilt B® C A°.

BEWEIS: Seiu € B°. Dann gilt (u,x) < 1,Vz € B, also insbesondere fir alle
x € A. Folglich ist u € A°. O



1.8 Korollar
Sei A C M. Es gilt A ist beschrinkt < 0 € int(A°) und analog andersherum.

1.9 Lemma
Seien A, B C M. Dann gilt

a) A° ist abgeschlossen und konver und 0 € A°.
b) A° = (cl(A))° = (conv(A))°.
c) (A°)° = cl(conv(AU{0})) (nach Identifikation von M und M** ).

BEMERKUNG: Insbesondere gilt fiir jede abgeschlossene konvexe Menge
K mit 0 € K, dass (K°)° = K.

1.10 Korollar
Sei P = {v',...,v™} C M ein Polytop mit 0 € int(P). Dann ist P° =
Nt {u € M* : (u,v") < 1} wieder ein Polytop.

BEWEIS: Nach Lemma 1.9(b) gilt P° = ({v',...,v™})° = N, {u € M* :
(u,v') < 1}. O

BEMERKUNG: Sei P ein Polytop mit 0 € int(P). Dann sind die Seiten-
verbénde von P und P° antiisomorph.



2 Komplexitiatstheorie

BEMERKUNG: Einige der im Folgenden verwendeten Begriffe werden nicht
prézise definiert, da dies den Rahmen dieser Veranstaltung sprengen wiirde.
Wer die exakten Termini nachlesen méchte, kann dies u.a. in [7] und [19].

Problemstellung:

Gegeben: Ein “algorithmisches Problem”.
Gesucht: Ein “effizienter Algorithmus” zur Losung des Verfahrens, bzw.
eine Aussage derart, dass kein solcher Algorithmus existiert.

BEMERKUNG: Wir suchen also nach einer moglichen Klassifizierung von al-
gorithmischen Aufgabenstellungen in “leichte” und “schwere” Probleme.

Einige Typen algorithmischer Aufgabenstellungen
e Entscheidungsprobleme (Ja-/Nein-Probleme)

— Existenzprobleme (Existiert ein Hamiltonkreis im gegebenen Gra-
phen G7)

— Eindeutigkeitsprobleme (Gibt es mehr als einen Hamiltonkreis in
G? Ist der gegebene Hamiltonkreis eindeutig? )

— Zugehorigkeitsprobleme (Gehort o zum Polytop P?)
e Konstruktionsprobleme (Bestimme einen Hamiltonkreis in G.)

e Optimierungsprobleme (Bestimme die Lénge einer kiirzesten TSP-Tour
in G. Bestimme eine kiirzeste TSP-Tour in G (Opt/Konstr.).)

e Zahlprobleme (Wieviele Hamiltonkreise enthélt G7)
o

BEMERKUNG: Die nachfolgenden komplexitéatstheoretischen Definitionen
beziehen sich zunéchst ausschlieBlich auf Entscheidungsprobleme. Da (fast)
jedem der anderen Probleme aber ein Entscheidungsproblem zugeordnet wer-
den kann (etwa: “Gibt es eine TSP-Tour in G die kiirzer als A ist?”), kénnen
die meisten Begriffe iibertragen werden.



Formaler Aufbau von Entscheidungsproblemen:

Das iibliche Format eines Entscheidungsproblems besteht aus zwei Teilen:
Der erste beschreibt die zugelassenen Eingabedaten (Input), der zweite ist
eine Ja-/Nein-Frage, die sich auf die Eingabedaten bezieht.

Beispiel (TSP - Entscheidungsvariante):

INPUT:  Gewichteter Digraph G = (V, F, ¢), Schranke A > 0.
FRAGE: Existiert ein Hamiltonkreis in GG dessen Lange hochstens A ist?

BEMERKUNG: Ein Algorithmus hierfiir kénnte mittels bindrer Suche auch
zur Optimierung verwendet werden. Die dazu notwendige erste obere Schran-
ke erhélt man z.B. durch Summation aller Kantengewichte des Graphen.

Was ist ein Algorithmus:

Lexikon: “Eine prézise Sequenz von Anweisungen, die jede Instanz eines klar
definierten Problems 16st.”

Fiir eine exakte mathematische Definition des Begriffes wird zunéchst ein
konkretes Rechnermodell benotigt (wie z.B. die Turing Maschine [7] oder die
Random Access Maschine (RAM) [21]).

Es hat sich herausgestellt, dass alle “verniinftigen” Rechnermodelle in dem
Sinne dquivalent sind, dass jedes Modell in polynomial vielen Schritten auf
einem anderen simuliert werden kann.

Wir kénnen uns daher einen solchen theoretischen Rechner in etwa wie einen
echten Computer vorstellen und Pseudo-Code (Pidgin Pascal) zur Notation
der Algorithmen und zur Auswertung der Laufzeiten verwenden.

Effizienz:

Es gibt verschiedene Kriterien fiir die “Giite” von Algorithmen (Laufzeit,
Speicherplatzbedarf, ...) und dabei kann vom ungiinstigsten Fall ausgegan-
gen werden (worst-case Analyse) oder bei einer gegebenen Input-Verteilung
vom Erwartungswert iiber alle moglichen Inputs (average-case Analyse). Die
nachfolgenden Betrachtungen beschrinken sich zumeist auf die worst-case
Laufzeiten von Algorithmen.

Wir sprechen von einem effizienten Algorithmus, wenn seine worst-case Lauf-
zeit polynomial in der Grofle des Inputs beschréankt ist.

BEMERKUNG: Unter geringfiigigen Verteilungsannahmen benotigt der Sim-
plex-Algorithmus nur polynomial viele Schritte, im worst-case jedoch (fiir
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alle bekannten Pivot-Regeln) exponentiell viele.

Kodierungslinge des Inputs:

Was heifit nun “polynomial in der Grofle des Inputs”? Die formale Defini-
tion der Input-Grofle (size) bendtigt wieder ein konkretes Rechnermodell,
eine zuldssige Sprache (etwa £ C POT{{{0,1,...,[,],(;),...}*}}) und ein
Kodierungsschema (Ubersetzung in die Sprache).

Aufgrund des schon zuvor besprochenen Hinweises zum Umgang mit algo-
rithmischen Problemen benutzen wir im Allgemeinen eine von den obigen
Spezifikationen unabhéngige size-Funktion. Dabei gehen die Dimensionen di-
rekt ein, Zahlwerte aber nur logarithmisch entsprechend ihrer binédren Kodie-
rungslidnge. Ist I z.B. eine TSP-Instanz, so setzt man size(I) = |V| + |E| +
[log(A)]| + max{[log(c.)] : e € E'}.

Ein Algorithmus ist demnach polynomial in der Grofle des Inputs beschrénkt,
wenn seine Laufzeit O(p(size([))) fiir ein Polynom p ist.

Wieso polynomial = effizient?

Zunéchst einmal ist die Eigenschaft “polynomial” zu sein in sich abgeschlos-
sen, d.h. jegliche Art von Kombinationen polynomialer Algorithmen ergeben
wieder einen polynomialen Algorithmus.

Den entscheidenden Grund erkennt man aber mit Hilfe der folgenden Tabel-
len:

Size n
Time
complexity 10 20 30 40 50 60
function
00001 | .00002 00003 00004 .00005 .00006
- second | second second second second second
) 0001 0004 0009 0016 0025 0036
= second | second second second second second
) 001 008 027 064 125 216
" second | second | second | second second second
s 2] 32 243 1.7 52 _13.0
s second | seconds | seconds | minutes minutes minutes
.001 1.0 17.9 12.7 357 366'
3 second | second | minutes days years centuries
039 58 6.5 3855 2x108 1.3:<I{_3”
& second | minules years centuries | centuries | centuries
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Size of Largest Problem Instance
Solvable in | Hour

Eﬁimmy With present | With computer With computer
function computer 100 times faster | 1000 times faster
" N 100 N, 1000 N,

n? Ny 10 &, 316 N,
n? Ny 4.64 N, 10 Ny

n? N, 2.5 N, 398 N,
o N Ny +6.64 Ns+9.97
3s N Ng+4.19 Ny+6.29

2.1 Definition

a) FEin Entscheidungsproblem 11 liegt in der Klasse P ((deterministisch) po-
lynomiale Zeit), falls ein polynomialer Algorithmus A existiert, der fir
jeden Input X einen Wert t(X) berechnet, so dass gilt:

(i) Ist X eine NEIN-Aufgabe, dann gilt t(X)
(i1) Ist X eine JA-Aufgabe, dann gilt t(X) = 1.

0.

b) Ein Entscheidungsproblem 11 liegt in der Klasse NP (nicht-deterministisch
polynomiale Zeit ), falls ein Polynom p und ein polynomialer Algorithmus
A ezistiert, der fir jeden Input X wund jedes magliche Zertifikat Y der
Léinge hochstens p(size(X)) einen Wert t(X,Y') berechnet, so dass gilt:

(i) Ist X eine NEIN-Aufgabe, dann gilt t(X,Y) =0, fir alle maoglichen
Y.

(i1) Ist X eine JA-Aufgabe, dann gilt t(X,Y) = 1, fir mindestens ein
Zertifikat Y.

BEMERKUNG: Es gilt P C NP.

Interpretationen des Zertifikats:

a) Das Zertifikat wird wihrend der Ausfithrung des Algorithmus “geraten”
(daher die Bezeichnung “nicht-deterministisch”). Wird das richtige Zer-
tifikat geraten, so findet der Algorithmus den richtigen Losungsweg im
Berechnungsraum.

b) Angenommen es ist bekannt, dass X eine Ja-Aufgabe ist (“vom Himmel
gefallen”, Orakel). Dann kann das Zertifikat als Beweis der Richtigkeit
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der Losung verstanden werden, d.h. dem Algorithmus wird das passende
Zertifikat mitgegeben, sodass dieser die Richtigkeit durch auffinden der
“1” bestatigen kann.

Beispiel: Die Entscheidungsvariante des TSPs liegt in NPP. Dazu “rat” der
Algorithmus einfach die Kanten einer TSP-Tour und berechnet dann die
Lange dieser Tour. Wann immer eine Tour existiert die kurz genug ist, kann
diese geraten werden (3Y : ¢(X,Y) = 1!).

Alternativ: Ein Orakel gibt uns eine geniigend kurze Tour an. Dann kénnen
wir offensichtlich in polynomialer Zeit priifen, dass das stimmt. Die Tour sel-
ber ist hier also das Zertifikat.

Also II schwer, falls II € P?

Nach den Voriiberlegungen wiirde man gerne fiir jedes Problem II entschei-
den, ob IT € P oder II ¢ P gilt und falls letzteres der Fall ist II als schwer
bezeichnen. Leider ist es noch fiir kein Problem in NP gelungen zu zeigen,
dass II ¢ P ist. Die Beantwortung der Frage, ob P # NP gehort vielmehr zu
den wichtigsten offenen Problemen der Mathematik, auf deren Losung ein
Preisgeld von eine Million Dollar ausgesetzt ist.

Was tun?

Der Ausweg aus der Misere gelingt dadurch, dass wir ein Problem II als
“schwer” bezeichnen, falls es “nicht leichter” ist als alle Probleme aus NIP.
Um das zu konkretisieren brauchen wir zundchst noch den Begriff der poly-
nomialen Transformation.

2.2 Definition

a) Ein Entscheidungsproblem T1; ist polynomial transformierbar auf ein Ent-
scheidungsproblem Iy, falls fiir einen beliebigen Input X, fir 11y in poly-
nomialer Zeit (in size(X1)) ein Input Xy fir Ty konstruiert werden kann,
sodass gilt: X, ist eine Ja-Aufgabe fir 1y, genau dann wenn X, ist eine

Ja-Aufgabe fiir Il,.

BEMERKUNG: Man beachte die Transitivitdt der Begriffe und die Aus-
nutzung der Abgeschlossenheit der Polynomfunktionen.

b) Ein Entscheidungsproblem 11 heifit NPP-schwer, falls alle Entscheidungs-
probleme aus NP polynomial auf 11 transformiert werden konnen. 11 heifst
NP-vollstandig, falls zusdtzlich 11 € NP gilt.

BEMERKUNG: Da P # NP nicht bekannt ist, konnen wir nicht sagen, ob
es Probleme in NP gibt, die nicht polynomial l6sbar sind, aber
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(i) kein NPP-schweres Problem kann durch einen bekannten polynomia-
len Algorithmus gelést werden und

(ii) falls jemals ein polynomialer Algorithmus fiir ein NP-schweres Pro-
blem gefunden wird, so erhélt man automatisch polynomiale Algo-
rithmen fiir alle Probleme in NP.

2.3 Definition

a) Fine boolsche Variable ist eine Variable s die nur die Werte ‘wahr’ oder
‘falsch” annehmen kann. Ist S = {s1,...,s,} eine Menge boolscher Va-
riablen, dann heifst w : S — {wahr, falsch} eine Wahrheitsbelegung der
Variablen. Ist w(s) =wahr, so sagt man s ist wahr, ist w(s) =falsch, so
sagt man s ist falsch.

b) Jeder boolschen Variablen s werden zwei Literale zugeordnet: s und s,
wobet das Literal s wahr ist, wenn die Variable s wahr ist und das Literal
5 wahr ist, wenn die Variable s falsch ist. Es gilt s = s.

¢) Fine Klausel C tber S ist eine Menge von Literalen iber S (etwa C =
{s1, 82, $4} ). Eine Klausel ist wahr, wenn mindestens ein Literal der Klau-
sel wahr ist.

d) Das folgende Entscheidungsproblem heifst SATISFIABILITY oder kurz SAT:

INPUT:  Eine Menge von m Klauseln C iber S = {s1,...,Sn}.
FRAGE: FEuxistiert eine Wahrheitsbelegung, sodass alle Klauseln C' € C
wahr werden?

Fine Instanz I von SAT kiirzen wir mit (n,m,S,C) ab.

Gilt |C| = k fir alle C € C, so spricht man von k-SAT.

Beispiel:

Ist C1 = {s1,82,83} und Cy = {51, 389,83} dann ist w : {sq1, 89,83} —
{wahr, falsch} eine erfiillende Wahrheitsbelegung, genau dann wenn
(w(s1), w(s2), w(s3)) mindestens ein 'wahr’ und ein 'falsch’ enthélt.

2.4 Satz (Cook)
SATISFIABILITY st NPP-vollstindig.

BEMERKUNG: Zum Beweis des Satzes wird die sogenannte nicht-determi-

nistische Turing-Maschine benétigt und alle ihre Moglichkeiten in einer SAT
-Instanz abgebildet. Wére nun SATISFIABILITY in P, so kénnte alles was die
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nicht-deterministische Turing-Maschine in polynomialer Zeit bearbeiten kann
auch auf einer (deterministischen) Turing-Maschine bearbeitet werden — es
wiére also P = NP.

Wie zeigt man, dass ein neues Problem NP-schwer ist?

Zum Beweis der NPP-Schwere eines neuen Problems II; geniigt es aufgrund
der Transitivitat der polynomialen Transformierbarkeit zu zeigen, dass es ein
NP-schweres Problem Il gibt, welches polynomial auf II transformierbar ist.
Die Existenz zumindest eines solchen Il ist durch Satz 2.4 gesichert.

3 Einige NP-vollstindige Probleme

3.1 Satz
a) Firk <2 ist k-SAT in P.

b) Fiir k > 3 ist k-SAT NP-vollstindig.

BEWEIS:
a) k =1 ist trivial, k = 2 siche Ubung.

b) Offensichtlich liegt k-SAT in NP. Wir zeigen zunichst, dass es geniigt die
NP-Vollstandigkeit von 3-SAT zu zeigen. Sei dazu C' = {ci,...,¢;} eine
Klausel iiber S und ¢t € S eine neue Variable. Dann ist C' erfiillbar, genau
dann wenn {cy,...,¢;,t} und {cq,...,¢;,t } erfillbar sind. Somit kénnen
wir ausgehend von der Schwere von 3-SAT induktiv die Schwere von k-SAT
fiir beliebige k > 3 zeigen.

Sei nun (n,m,S,C) eine SAT -Instanz. Wir konstruieren eine dquivalente
Instanz von 3-SAT . Sei dazu C' = {¢1,...,¢;} € C. O.E. kann j > 2
angenommen werden. Ist 7 = 2, so kann C' wie oben durch 2 Klauseln
ersetzt werden, die beide aus 3 Literalen bestehen. Sei also j > 3, t & S,
Cy ={c1,co,t} und Cy = {t,¢s,...,¢;}. Dann ist C' genau dann erfiillbar,
wenn C und Cs erfiillbar sind, C; enthélt 3 Literale und C'5 ein Literal
weniger als C'. Durch Iteration entsteht so eine dquivalente 3-SAT Instanz.
Fiir jede urspriingliche Klausel mit 2 Literalen werden eine neue Variable
und eine neue Klausel benétigt. Je Klausel mit 7 > 3 Literalen werden
J — 3 neue Variablen und Klauseln bendétigt. Insgesamt ist die Zahl der
neuen Variablen und Klauseln in jedem Fall jeweils durch nm beschrénkt.

O
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3.2 Definition

a) Sei C = {ci1,...,¢;} eine Klausel iber S, dann ist C = {¢,...,¢;}.
(Beachte: C und C wahr < nicht alle ¢; haben den gleichen Wert.)
Ist C = {C,...,Cp} eine Menge von Klauseln iiber S, dann ist C =
{C1,...,Cn}.

b) Das folgende Entscheidungsproblem heifst NOT- ALL-EQUAL-k-SAT (NAE-
k-SAT ):

INPUT:  Wie bei k-SAT . B
FRAGE: Existiert eine erfillende Wahrheitsbelequng fiir C UC?

c¢) Das folgende Entscheidungsproblem heif$t 3-SPLIT:

INPUT: FEine endliche Menge M und eine Familie M von
Teilmengen von M, wobei die Mengen in M alle 2 oder 3
Elemente enthalten.

FRAGE: Ldsst sich M in zwei Teilmengen aufteilen, sodass beide jedes
Element von M schneiden?

Beispiel:

Ist M ={1,2,3,4} und M = {{1,2,3},{2,3,4},{2,3}}, dann ist {1,2}U
{3,4} eine erfillende Partition von M.

d) Das folgende Entscheidungsproblem heifft PARTITION:

INPUT: Positive ganze Zahlen oy, ..., ay,.
FRAGE: Fuistiert eine Partition I,1¢ von {1,...,n}, sodass

Zie[ Q; = Zielc o;?

Beispiel: Sei (aq,...,a,) = (1,2,6,7,9,9,10), dann ist I = {1,2,6,7}
eine Losung, denn 1 4+2+9+10=64+7+9.

3.3 Satz
a) NAE-6-SAT ist NP-vollstindig.

b) NAE-3-SAT ist NP-vollstindig.

BEWEIS: Zunéchst liegen beide Probleme offensichtlich in NP. Der Beweis
der NPP-Schwere erfolgt durch Transformation von 3-SAT . Sei I = (n,m, S,C)
eine Instanz von 3-SAT mit S = {s1,...,,}.
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a) Wir konstruieren eine dquivalente Instanz I’ = (n/,m’, S’,C’) von NAE-
6-SAT . Sei dazu zunichst S = {s],s],...,s),s"}. Die Idee der Trans-
formation ist, dass s; wahr ist, genau dann wenn w(s;) # w(s). Fiir
C = {c1, ¢, 03} € C sei dazu C; = {c},c/},i=1,2,3und C* = C; U Cy U
C5,C?=CLUC,UC;,C% =CLUuC,UCs,...,C8 =C,UC,UCy. Es
folgt, dass C!, ..., C® erfiillt sind, genau dann wenn zumindest ein Paar
C;, C; erfiillt ist, also genau dann wenn w(c}) = w(c}) fiir mindestens ein
i € {1,2,3}. Ferner ist bei dieser Konstruktion automatisch ¢’ = C’, d.h.
es handelt sich wirklich um eine NAE-6-SAT Instanz. Da n’ = 2n und

m’ = 8m haben wir unsere polynomiale Transformation.

b) Sei nun C' = {x1, s, Y1, Yo, 21, 22} eine der oben konstruierten NAE-6-
SAT Klauseln. Dann kann diese durch die Klauseln C; = {1, 29, w1},
Cy = {y1,y2, w3}, Cs = {21, 20, w3} und Cy = {1y, W, W3} ersetzt werden,
wodurch man eine dquivalente Instanz von NAE-3-SAT erhilt. Insgesamt
besteht die Instanz nun aus 2n + 24m Variablen und 32m Klauseln.

O

3.4 Satz
3-SPLIT ist NPP-vollstindig.

BEWEIS: 3-SPLIT liegt natiirlich in NPP. Die Schwere folgt aus einer Trans-
formation von NAE-3-SAT . Sei dazu (n,m,S,C) eine NAE-3-SAT Instanz,
S = {s1,....8,}. O.E. kann angenommen werden, dass in jeder Klausel 3
verschiedene Variablen vorkommen. Setze M = {£1,...,£n} und fir C € C
bestehend aus Variablen s;, s;, i sei {0;4,0,7, 6k} € M, wobei ¢, = 1, falls
s € Cund § = —1, falls 5, € C (ist also etwa C' = {s1, 59, 83}, dann ist
{1,-2,3} € M). AuBlerdem enthilt M die Mengen {—i,i},i=1,...,n.
Angenommen C ist erfiillt. Setze My = {i € M : s; = wahr} U {—i € M :
s; = falsch} und My = {i € M : s; = falsch} U{—i € M : s; = wahr}.
Dann ist M, M, eine Partition von M und offensichtlich schneiden beide
alle zweier Mengen von M. Sie schneiden ebenfalls alle dreier Mengen, da
sonst in einer Klausel alle Literale wahr oder alle falsch waren. Wir erhalten
also eine Ja-Instanz von 3-SPLIT.

Ist umgekehrt M, M, eine Partition von M, sodass beide alle Mengen in M
schneiden, dann setze s; =wahr, falls ¢ € M; und s; =falsch, falls i € M.
Dies ergibt eine erfiillende Wahrheitbelegung fiir C. Die beiden Instanzen
sind also dquivalent und die Transformation geht in polynomialer Zeit. [

3.5 Satz
PARTITION st NP-vollstindig.

BEWEIS: siehe [7]. O
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4 Norm-Maximierung

Sei p € N fest.

4.1 Lemma
Sei P C R? ein Polytop und ¢ : P — R konvex. Dann existiert eine Ecke v
von P, sodass sup{y(z) : x € P} = ¢(v).

BEWEIS: Folgt aus Bemerkung 2.4.25 Optimierung 1. 0J

BEMERKUNG: Aufgrund von Lemma 4.1 ist die Maximierung konvexer Funk-
tionale iiber V-Polytopen offensichtlich effizient durchfiihrbar. Im Folgenden
werden wir sehen, dass dies fiir H-Polytope i.a. nicht der Fall ist.

Hierzu betrachten wir die [,-Normen als konvexes Funktional und suchen
nach einer moglichst speziellen Klasse von H-Polytopen (nédmlich spezielle
volldimensionale Parallelotope), fiir die die Bestimmung des Normmaximums
bereits NPP-vollsténdig ist, da dies die Weiterverwendung des Resultats am
einfachsten Gestaltet.

Schwere-Aussagen zur Maximierung allgemeinerer konvexer Funktionale fin-
det man u.a. in [3].

Zunéchst folgen noch zwei positive Resultate, die zeigen, dass die nachfol-
genden negativen Resultate in gewissem Sinne bestmoglich sind.

4.2 Satz

Sei (M4, d € N) eine Folge d-dimensionaler Minkowski-Riume mit H-poly-
topalen Einheitskugeln B?, deren Kodierungslinge durch ein Polynom in d
beschrinkt ist (etwa M = R und nicht M = R¢). Dann kann das Pro-

blem der Normmazximierung tiber H-Polytopen P in polynomialer Zeit geldst
werden.

BewEIs: Sei P = (" {z € R : (u;,z) < o;} und B? = ﬂ?zl{x € R¢:
(yj,z) < 1}. Dann gilt max,ep ||| = maxjc(,. xy maxXzep(y;, ), d.h. zur
Bestimmung des Normaximums miissen nur k£ LPs gelost und deren Maxima
miteinander verglichen werden. Ist die Kodierungsldnge der Einheitskugel
polynomial in d ist daher der ganze Algorithmus polynomial. U

BEMERKUNG: Die Kodierungslédnge der Einheitskugel muss tatséchlich po-
lynomial in d sein, da d die einzige mit B¢ bekannte InputgroBe ist.

4.3 Lemma
Sei P C R ein Parallelotop mit der S-Darstellung P = >>% [-1,1]2" bzw.

der H-Darstellung P = N_,{z € R?: |(u,z)| < 1}, wobei u', ... u und
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2, .., 2% € RY. Dann gibt es einen polynomialen Algorithmus der jeweils die

eine Darstellung in die andere tberfihrt.

BEWEIS: siche Ubungen. U

BEMERKUNG: Es geniigt also die nachfolgenden Polynomialitéts- und Schwe-
re-Aussagen fiir Parallelotope in S-Darstellung herzuleiten. Die entsprechen-
de Aussage fiir H-Parallelotope folgt dann aufgrund von Lemma 4.3. Eine
Aussage wie Lemma 4.3 fiir allgemeine Zonotope gibt es nicht.

4.4 Satz
In RS kann das Normmazimum iiber S-Bozen in polynomialer Zeit bestimmt
werden.

BEWEIS: siche Ubungen. 0J

BEMERKUNG: Der analoge Fall fiir p # 2 oder V-polytopale Einheitskugeln
ist offen.

Es folgen drei Lemmas zur Vorbereitung des eigentlich gewiinschten Schwere-
Resultats. Im ersten wird zunéchst gezeigt das die Normmaximierung iiber
sehr spezielle unterdimensionale Parallelotope NP-vollstandig ist.

4.5 Lemma
Das folgende Problem PAR{—1,0, 1}MAX,, ist NP-vollstindig:

INPUT: d,;m eNmitm <d, a € Nundz!,...,2™ € {—1,0,1}¢ Lu. .
FRAGE: Euristieren Ky, ..., km € {—1,1}, sodass || Y27 iz |[h > a?

BEMERKUNG: Beachte, dass p # oo wegen Satz 4.2 in Lemma 4.5 ausge-
nommen sein muss.

BEWEIS: Die Zugehorigkeit zu NP ist offensichtlich (rate ki,...,Ky). Der
Beweis der NP-Schwere erfolgt durch Transformation von 3-Split.

Sei (m,r + s, M, M) eine Instanz von 3-Split, M = {1,...,m} und M =
{Ly,...,L,ys}, wobei |Ly| = 3 fir k < r und |Lg| = 2 fiir K > r + 1. Setze
d=3r+s+m.

Beispiel: Seim =5,r=2s=2 M ={1,2,3,4,5} und
M = {{1,2,3},{3,4,5},{1,5},{2,4}}. Dann ist d = 13.
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Die Idee der Transformation ist die Konstruktion von Vektoren z!,..., 2™ €
{—1,0,1}% einer fiir jedes Element von M, sodass fiir jede Partition von M
in zwei Mengen [; und I, folgt:

LY a4 (=) > o

el i€l

p
>3 +2)r+2s+m=:«a

p
SLNLy#0,1=1,2 k=1,...,r+s.

Dazu werden die Vektoren x! € R3s*™ in Blocke angeordnet: Die ersten
r Blocke der Lange 3 sind den Mengen Lq,..., L, zugeordnet, die folgen-
den s Blocke der Lénge 1 den Mengen L,.1,..., L,1s. Der finale Block der
Lénge m enthélt den i-ten Standardeinheitsvektor (damit die Vektoren linear
unabhéngig sind). Genauer:

Firl <k <rsel

0, falls i € Ly,
T4y o =14 —1, falls i kleinstes Element in Ly,
L1 sonst.
(0, fallsi & Ly,
xh ;= ¢ —1, falls i mittleres Element in Ly,
L1 sonst.
(0, fallsi & Ly,
zh, =< —1, falls i groBtes Element in Ly,
1, sonst.

Firr+1<k<r+s

0, falls © & Ly,
Tl +x =4 —1, falls i kleineres Element in Ly,

1, falls 7 groferes Element in L.

und fir 1 <k <m

; 1, fallsi=k,
xr =
Srtsth 0, sonst.
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Beispiel (Fortsetzung):

AT R B B
—1 1 1 0 0
Ly 1 -1 1 0 0
1 1 -1 0 0
0 0 -1 1 1
L, 0 0 1 -1 1
0 0 1 1 -1
Ly -1 0 0 0 1
Ly, 0 -1 0 1 0
1 0 0 0 O
0o 1 0 0 0
o 0 1 0 0
o 0 0 1 o0
0o 0 0 0 1
Selen nun Kq,..., 6, € {—1,1} und z = > " k', Fir 1 < k < 7 und
Ly, = {a,b,c} mit a < b < cist
T3k—2 -1 1 1
T3k—1 = Rgq 1 + Ky —-1] + Ke 1
Lak 1 1 1
und es folgt
3 falls K, = Ky = K.
Tap—o|? + |[T3p—1]? + |2aeP =<
Zs—2| %5111 [z {3p+2, sonst.

Firr+1 <k <r+sund Ly = {d,e} mit d < e gilt x4 = K- (—1)+Ke-(+1)
und es folgt
iz = 0, falls kg = Ke
2tk 2P, sonst.
Insgesamt folgt die Aquivalenz der folgenden Aussagen:
(i) Hng > (3P + 2)r + 2Ps + m.

(ii) Fiir alle 3-elementigen Mengen {a,b,c} € M ist nicht kK, = Ky = ke
und fiir alle 2-elementigen Mengen {d, e} € M ist kg # Ke.

(i) Jedes L € M schneidet die Mengen I} = {i: rk; =1} und I, = {i : k; =
—1}.
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Dies zeigt auch die Aquivalenz der Instanzen. 0

Im zweiten Schritt werden nun kleine Einheitswiirfel addiert um Volldimen-
sionalitdt zu erreichen. Dadurch geht zunéchst die lineare Unabhéngigkeit der
erzeugenden Vektoren verloren. Wir erhalten also erstmal nur eine Aussage
tiber (spezielle) S-Zonotope.

4.6 Lemma
Das folgende Problem [—1,1]ZONMAX,, ist NP-vollstindig:

INPUT: dineNmitd<n, € Nundy',...,y" € RY, wobei y', ..., y?

die Standardeinheitsvektoren sind und y@+, ... y"* €
{—(d+1),0,d+ 1}".
FRAGE: FEristieren k1, ..., ky € {—1,1}, sodass || Y1 kay'||E > 3 ¢

BEWEIS: Natiirlich liegt [—1, 1]Z0NMAX,, in NP. Wir zeigen die Schwere
durch Transformation von PAR{—1,0, 1}MAX,. Sei dazu (d, m; o, z*, ..., 2™)
eine Instanz von PAR{—1,0,1}MAX,. Setze n = d+m, § = (d + 1)Pa und
y' = (d+1Da""% i =d+1,...,n. Wir zeigen die Aquivalenz der beiden
Instanzen:

Ist (d,m;a, 2, ..., 2™) eine Ja-Instanz von PAR{—1, 0, 1}MAX,, so existieren
Kast,- -, kn € {—1,1}, sodass

1Y kavia'|L > @, also || > k|l > (d+1)Pa = 3.
i=1 i=d+1
Da || - ||5 konvex ist und Y " . k5" Mittelpunkt der 2¢ Punkte der Form
d n
Z{_la 1}yl + Z "iiyza
i=1 i=d+1

gibt es mindestens einen Punkt y dieser Form mit |ly[|? > 3. Folglich ist

(d,n; B,y*,...,y") Ja-Instanz von [—1, 1]ZONMAX,,.
Ist nun (d,m;a,z',...,2™) eine Nein-Instanz von PAR{—1,0, 1}MAX,, so
gilt || -7 Kayi2'||h < o — 1 fiir jede Wahl von kg1, ..., fip. Also folgt
n p

S k| <A+ (d+1P(a—1)=F+d—(d+ 1P <

i=1 »
fiir alle moglichen k1, . . ., k,. Folglich ist (d, n; 3,y',...,y") Nein-Instanz von
[—1, 1]ZONMAX,,. O
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4.7 Lemma
Seien d,n, 7 € N mitd < n, e',...,e" die Standardeinheitsvektoren des R™
und der R* kanonisch in den R™ eingebettet. §,¢,v seien positive Zahlen mit

1 . 1 a1 )
l/:€(n—d)p S mm{?v —QQP,W} .
Weiter seien y' = 2* = €' firi = 1,...,d, y¢t', ..., y" Vektoren des R?,
jeweils von p-Norm héchstens T und 2* = y'+eet, i = d+1,...,n. Schlieflich
bezeichne pu(Y') bzw. p(Z.) das Mazimum von || - ||b iber den Zonotopen

Y = Z[—l, 1y* c R C R" baw. Z. = Z[—l, 1]2" C R™

1=1 =1

Dann gilt p(Y) < u(Z.) und fir w(Y') > 2 gilt u(Z.) < p(Y) + 4.

BEWEIS: Die erste Ungleichung ist klar, da die p-Norm eines Punktes wéchst,
wenn eine Koordinate betragsméflig wiachst und alle anderen unveréndert
bleiben.

Zum Beweis der zweiten Ungleichung: Sei v eine Ecke von Z. mit |v[|p =

w(Z.). Dann existieren k1, ..., k, € {—1,1}, sodass
n n n
v = Zmizz = Zﬁiy’ +e Z Kie'.
i=1 i=1 i=d+1
Es gilt

o= :(n—d)%.

n
E Kkie'

1=d+1

n

i

E Rily
i=1

Day' e R% i=1,...,nfolgt 2 < u(Z.) = ||v||s = (0 + v)P. Lost man nach

<u(¥)r <3 |yl < nround
D =1

p

1 1
o auf und beachtet, dass v =< 27 — 22 vorausgesetzt war, dann erhélt man
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022% —1/22%. Es folgt

p
(0+V)p=Z(?) P
=0 v
o (D)o iabia
P P —
>0 pos v 2 Z,O' v

p
< 5P p—1 p—1 p 2%_1i—1
<oP+pottv+o V?Q (Z)( »—1)

p
—1 ,
< 0P+ poP Tty +pap’1uz (p 1) (2% — 1)
Z j—
i=2

p—1
1 ,
= o + po? v + poPty (Z (p , )(2% —-1) - 1)
1

=0

/N

(22 — 1)+ 1)~ — 1)

1

< o? +poP v+ poP~w(22 — 1)
< o+ 2pa? v .

= o + po? v 4+ poP~ty

Wegen o? < p(Y), 0 < nr und v =< W gilt daher

w(Ze) = (o +v)’ <o +2po” v < pu(Y) + 6.

4.8 Definition
a) Das Problem [—1,1|PARMAX,, ist gegeben durch:

INPUT: deN,yeNundz!,... 2% € Z¢ (oder dqivalent Q7).
FRAGE: Ist das Mazimum von || - |[b diber dem Parallelotop S -1, 1
mindestens ¢

b) Das Problem [0, 1|PARMAX, ist gegeben durch:

INPUT: deN,yeNundz!,... 2% € Z¢ (oder dqivalent Q7).
FRAGE: Ist das Mazimum von || - ||} diber dem Parallelotop S0, 1)
mindestens ¢

4.9 Satz
[—1, 1]PARMAX,, und [0, 1]PARMAX,, sind NP-vollstindig.
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BEWEIS: Beide Probleme liegen in NPP. Wir zeigen nur die NPP-Vollstandigkeit
von [—1, 1]PARMAX,. Die NP-Vollstandigkeit von [0, 1]PARMAX,, kann dann
durch Transformation von [—1, 1JPARMAX, gezeigt werden.

Sei (d,n; 8,y ...,y") eine Instanz von [—1,1]ZONMAX,. Ist d = n, so liegt
bereits eine Instanz von [—1, 1]PARMAX,, vor. Sei also d < n und 7 = (d +
1)% Dann gilt 7 > max;—1,_, ||¥*|l,, da jede Komponente von y* durch d+1
betragsmafig beschriankt ist. Setze weiter 6 = 1/2 und wihle € € Q., sodass

1 1 1 )
< — min{2r—2% — — L
TS m—a mm{ ’2p<m>p1}

(Ein solches € kann in polynomialer Zeit bestimmt werden, indem man die
rechte Seite in geeigneter endlicher Prézision bestimmt.)

Nun seien z', ..., 2™ wie in Lemma 4.7. Dann ist (n, 8; 2%, ..., 2") eine Instanz
von [—1,1]PARMAX, und wegen Lemma 4.7 folgt, dass u(Y) < u(Z.) <
u(Y) +1/2. Da pu(Y) und § ganzzahlig sind, gilt u(Y) > 6 < u(Z:) > B,
woraus die Aquivalenz der Instanzen ersichtlich wird. O

4.10 Satz )
Eine Approximation v mit v < p(P) < dry des Maximums p(P) der [,-
Norm tiber einem H-Polytop P kann in polynomialer Zeit berechnet werden.

BEWEIS: Es ist bekannt (und leicht zu sehen), dass ||z < ||z, < d%HxHOO
fir alle x € R? Sind daher v,w € P, sodass u(P) = |v|/, und v :=

max,ep ||2]oe = [J]loe danm gilt v < Jull, < p(P) < di[Jolloe < diy und
w, v konnen wegen Satz 4.2 in polynomialer Zeit bestimmt werden. 0

BEMERKUNG:

a) Man beachte, dass oftmals ||w||, eine deutlich bessere untere Schranke fiir
p(P) liefert als .

b) Die Fehlerschranke dr kann durch Verwendung anderer polytopaler Nor-
men verbessert werden. Insbesondere kann fiir p = 2 der Approximations-

fehler auf O( ﬁ) reduziert werden.

¢) Andererseits sind kaum noch bessere Resultate zu erwarten: Ist p € [2, 00)
und P # NP, so existiert z.B. kein polynomialer Algorithmus zur Berech-
nung des Normmaximums in [,-Rdumen mit konstanter Fehlerschranke

[5]-
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5 Das allgemeine Containment Problem

Von Containment Problemen spricht man bei Aufgabenstellungen, deren Ziel
die Bestimmung oder Approximation extremaler Korper einer gegebenen
Klasse ist, welche in einem gegebenen weiteren Korper enthalten sind oder
diesen enthalten. Es werden dementsprechend zwei fundamentale Grundty-
pen des allgemeinen Containment Problems definiert.

5.1 Definition

Seid € N, C? eine Familie von Korpern des R? und ¢? : C* — R ein nicht-
negatives und beziiglich der Mengeninklusion monoton wachsendes Funktional
(etwa Normmazimum, Volumen, Radien). Weiter sei I' = (C%)geny und ® =
(0 aen- Dann lauten die beiden Grundtypen wie folgt:

a) (I, ®)-INBODY

Input: d €N, K CR? ein konvezer Korper (in V-, H-Darstellung
oder einer anderen geeigneten Prisentation) und X € Q.
Frage: Exzistiert ein C € C%, sodass C C K und ¢4 (C) > \?

b) (I', ®)—CIRCUMBODY

Input: d €N, K C R? ein konvezer Korper (in V-, H-Darstellung
oder einer anderen geeigneten Prisentation) und A € Q. .
Frage: Emistiert ein C € C¢, sodass K C C' und ¢*(C') < \?

BEMERKUNG: Viele der typischen Containment Probleme haben folgende
Struktur: Fiir jedes d € N ist ein fester Kérper C¢ ¢ R? gegeben und eine
Gruppe G? von Transformationen (auf der Menge der Koérper) und C¢ ist
dann der Orbit von C¢ unter G4, d.h. C? = {g(C?) : g € G?}.

Ist C? kompakt und G¢ die Gruppe der invertierbaren affinen Abbildungen,
dann ist ¢? oftmals gegeben als p?(g(C?)) = Vol(g(C?)).

Ist G die Gruppe der Ahnlichkeitstransformationen (Dilatation, Translation,
Drehung, Spiegelung) oder der Homothetien (Dilatation, Translation), dann
misst ¢?(g(C?%)) meistens den Dilatationsfaktor von g.

5.2 Beispiel
Wéhlen wir etwa C¢ = {pB? : p > 0}, d € N (also C¢ = B? und G? die
Gruppe der Dilatationen) und ¢%(pB?) = p, dann entspricht wegen

max{||z| : # € K} = min{\ : K C A\B%}
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(T, ®)-CircuMBODY der Verifikation einer oberen Schranke fir das Norm-
maximum des gegebenen Korpers. Bei den Schwerebeweisen in Abschnitt 4
haben wir Probleme zur Verifikation von unteren Schranken des Normmaxi-
mums betrachtet. Es gilt jedoch, dass die Schwere des einen die des anderen
impliziert. (d; A, 2, ..., x?) ist zum Beispiel genau dann eine Ja-Instanz von
[—1, 1]PARMAX,,, wenn (d; Zfil[—l, 1]a%, A — €) fiir ein € in Abhéingigkeit der
Kodierungslinge der z?, ..., 2% eine Nein-Instanz von (I", ®)-CIRCUMBODY
ist. Es folgt die co-NP-Vollstéindigkeit' von (T', ®)-CIRCUMBODY, selbst im
Falle der Beschrankung des zuléssigen Inputs auf Parallelotope mit Zentrum
0.

In den im Folgenden zu betrachtenden speziellen Varianten der beiden Con-
tainment Probleme wird es aus Kompaktheits- und Stetigkeitsgriinden immer
beziiglich ¢ optimale Koérper geben (Blaschkescher Auswahlsatz). Daher ist
(I', ®)-CIRCUMBODY quasi eine Entscheidungsvariante von min{p4(C) : C' €
C4,C O K} und (I',®)-INBODY entsprechend eine Entscheidungsvariante
von max{p?(C): C € C? C C K}.

‘Echte’” Entscheidungsprobleme sind die beiden folgenden Inbody und Cir-
cumbody Varianten:

CIRCUMBODY-VERIFICATION (INBODY-VERIFICATION):

INPUT: d € N, V- oder H-Polytope C, K C R?.
FrAcE: Gilt K C C (C C K)?

Die beiden Probleme sind offensichtlich dquivalent und nur aus didaktischen
Griinden beide aufgefiihrt. Es geniigt also eines genauer zu betrachten.

5.3 Satz
a) CIRCUMBODY-VERIFICATION ist in P, falls
(i) C, K beide V-Polytope,
(ii) C, K beide H-Polytope, oder
(i11) C' ein H-Polytop und K ein V-Polytop.
b) CIRCUMBODY-VERIFICATION ist co-NP-vollstindig®, selbst wenn C auf

requlire Kreuzpolytope und K auf Paralleloptope (in S- oder H-Darstel-
lung) eingeschrinkt wird.

'd.h., das Problem ist NP-schwer und seine Verneinung ‘Existiert kein pBg, sodass
K C pB? und p < X liegt in NP. Hinreichendes Zertifikat ist y € K mit [jy|, > A.
2d.h., die Verneinung 'Gilt K ¢ C” ist NP-vollstindig.
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BEWEIS: sieche Ubung 4.4 0J

BEMERKUNG: Man beachte, dass sich die Schwere von “H in V’ immer wie-
der finden lédsst (vgl. auch [—1,1]PARM AX,), wogegen sich in den anderen
Féllen auch in scheinbar schwierigeren Situationen noch positive Aussagen
ergeben.

6 Geometrische und algorithmische Grund-
lagen der Radienberechnung

Sei M = (R% | - ||) ein Minkowski Raum, K C M ein Kérper und j €
{1,...,d}.

6.1 Definition
Sei A C M abgeschlossen und beschrinkt.

a) Der innere j-Radius r;(A) ist das Mazimum der Radien aller j-Kugeln
die in A enthalten sind.

b) Der aduflere j-Radius R;(A) ist das Minimum der Radien aller j-Zylinder
die A enthalten.

BEMERKUNG: Da j-Zylinder konvexe Mengen sind, gilt natiirlich R;(A) =
R;(conv(A)). Speziell ist der &uere j-Radius einer endlichen Punktmenge
gleich dem des V-Polytopes mit den entsprechenden Ecken. Analoges gilt fiir
die inneren Radien natiirlich nicht, sodass wir uns hier auch ausschliefllich
auf Korper beschranken werden.

6.2 Bemerkung

a) Fir j = d ergeben sich der gewéhnliche In- und Umradius. Ist j = 1 so
misst r1(K) den halben Durchmesser (max, ek ||z — y||) und Ri(K) die
halbe Dicke (minimaler Abstand zweier paralleler stiitzender Hyperebenen
von K ).

b) Istd =3 und j = 2 so messenr;(K) den Radius einer grifsten Kreisschei-
be in K und R;(K) den Radius eines minimalen (unendlichen) Zylinders
der K enthdlt.

¢) Die den Radien zugrundeliegenden Containment Probleme sind (I, ®)-
INBODY mit

Cl={c+pBNFEF):ceM,p>0,FCM j-dim. linearer Unterrraum}
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und
plc+pBNF)=p
bzw. (T', )-CIRCUMBODY mit

C'={F+pB:p>0,FCM (d— j)-dim. affiner Unterrraum}

und
¢(F + pB) = p.

d) Offensichtlich gilt rq(K) < --- <1 (K) und Ri(K) < -+ < Ry(K).

e) Zentren und Unterrdume zu den j-Radien miissen im allgemeinen nicht
eindeutig sein, nicht einmal fir j = d = 2.

f) Ist M = RY so ist
R;(K) = min{R;(K|E) : E C R? j-dim. linearer Teilraum},
wobei K|E die orthogonale Projektion von K auf E bezeichnet.

g) Es gibt andere Verallgemeinerungen der ’klassischen’ Radien (In-, Umra-
dius, Dicke, Durchmesser). Die hier eingefiihrten scheinen die natirlichs-
ten (gemessen an ihrem Auftreten in Anwendungen).

6.3 Lemma

Das Polare einer j-Kugel mit Zentrum 0 und Radius p ist ein j-Zylinder
um einen linearen Unterraum mit Radius % (und vice-versa). Genauer: Ist
F C M ein j-dimensionaler linearer Unterraum, dann ist F° C M* ein
(d — j)-dimensionaler Unterraum und es gilt

1 1
(PBNF)° =-B"+ F° bzw. (pB + F)° = -B* N F°.
p p

BEWEIS: Da %]B%*HF ° ein Korper ist der {0} enthilt, gentigt es wegen Lemma
1.9 (c) die erste der beiden Mengengleichungen zu zeigen.

Sei zunéchst u € %]B%* U F°. Nach Beispiel 1.6 ist %B* = (pB)°. Es folgt
(u,z) < 1,V € pB oder (u,x) < 1,Vz € F. Folglich ist u € (pB N F)°, d.h.
%]B%* U F° C (pB N F)°. Da letzteres aber konvex und abgeschlossen ist, folgt
natiirlich, dass auch SB* + F° C (pB N F)°.

Sei nun z € (%]B%* + F°)°. Dann gilt (y+ z,z) < 1,Vy € %]B%* und z € F°. Da
sowohl y = 0 als auch z = 0 gew#hlt werden kann, folgt (y,z) < 1,Vy € (pB)°
und (z,x) < 1,Vz € F°. Alsoist x € pBNF und es folgt (%IB%*—i—FO)O C pBNF.
Wegen Lemma 1.7 und Lemma 1.9 (c) gilt damit aber auch %B* + F° D
(pB N F)°. O
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6.4 Lemma
Sei K 0-symmetrisch. Dann gilt:

a) K enthdlt eine j-Kugel vom Radius r;(K) mit Mittelpunkt 0.

b) Es existiert ein (d — j)-dimensionaler linearer Unterraum F, sodass K C

F+ R;(K).

c) ri(K)R;j(K°) =1 und R;j(K)r;j(K°) = 1.

BEWEIS:

a)

Sei ¢ € M und F' C M ein linearer j-dimensionaler Unterraum, sodass die
j-Kugel B :=c+r;(K)(BNF) C K. Da K = —K gilt auch —B C K
und da K konvex ist, gilt B+ 3(—B) =r;(K)(BNF) C K.

Sei ¢ € M und F C M ein linearer (d — j)-dimensionaler Unterraum,
sodass der j-Zylinder C' := (F + ¢) + R;(K)B D K. Wieder aus der
Symmetrie von K folgt —C' D K und aus der Konvexitdt dann, dass
K C 3C+ 1(-C) = F + Rj(K)B.

Nach Teil (a) gibt es einen j-dimensionalen Unterraum F' von M, sodass
r;(K)(BNF) C K. Mit Lemma 1.7 und Lemma 6.3 folgt daher

B* + F° D K°,
rj(K)

also ist R;(K°) < r](;K)

Andererseits existiert nach Teil (b) ein (d — j)-dimensionaler linearer Un-

terraum E von M*, sodass R;(K°)B*+ E D K°. Wieder folgt mit Lemma

1.7 und Lemma 6.3, dass

BN E° C (K = K.
R;(K°)

Also ist r;(K) > w und insgesamt folgt r;(K)R;(K°) = 1.

Die zweite Gleichung folgt analog.
OJ

6.5 Lemma
Es gilt rq(K) < Ry(K) und ri(K) < Ry(K). Ist K symmetrisch, so sind
beide Ungleichungen mit Gleichheit erfillt.
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BEwEIS: Natiirlich hat eine 1-Kugel (Segment) mit Radius 71 (K) bereits Um-
radius 7 (K). Enthélt K also so eine 1-Kugel, dann gilt natiirlich Rq(K) >
r1(K). Ebenso ist die halbe Dicke von r4(K)B offensichtlich bereits 74(K). Es
folgt also wiederum aus der Monotonitét der Radien beziiglich Mengeninklu-
sion, dass r4(K) < Ry (K).

Sei nun K symmetrisch, 0.E. K = —K. Nach Lemma 6.4(b) ist K C Ry(K)B.
Nun muss es einen Punkt x € K N Ry(K)S geben und natiirlich gilt dann
auch —x € K N Ry(K)S. D.h. 2Ry(K) = ||z — (—x)|| < 2r;1(K). Insgesamt
folgt 7 (K) = Rq(K) und mit Lemma 6.4 (c¢) auch Ry(K) = rq(K). O

6.6 Definition
a) Ein x € bd(K) heifit glatt, wenn die Stitzhyperebene durch x an K ein-
deutiqg ist.

b) x,y € K heiffen diametral, wenn ||z — y|| = 2r(K).
c) K heifst
(i) rotund, wenn alle Randpunkte von K Ecken von K sind.

(i1) glatt, wenn alle Randpunkte von K glatt sind.

BEMERKUNG: Man beachte, dass K genau dann glatt ist, wenn K° rotund
ist.

6.7 Lemma

Ist B rotund und v,w € M mit ||v|| = ||w]], so folgt aus ||v—w|| = ||v]|+ |Jw]|,
dass w = —v.

BEWEIS: Sei v € $* mit (u,v — w) = |[v — w|. Dann gilt nach Annahme
|v]] + |Jw|| = (u,v) + (u, —w) und es folgt ol Tar € SN Hyy. Da B rotund
ist, muss daher v = —w sein. O

6.8 Lemma

Es gibt ein diametrales Paar v,w von Extremalpunkten von K und falls B
rotund ist, besteht jedes diametrale Paar von K aus Ecken von K.

Gilt K = —K, so kann w = —v gewdhlt werden und fiir rotunde B ist jeder
Punkt eines diametralen Paares das Negative des anderen.

BeEwEIs: Fiir jedes z € K sei ¢, : K — R definiert durch ¢,(x) = ||z — 2|,
x € K. Dann ist ¢, konvex und stetig. Also nimmt ¢, sein Maximum an
einem Extremalpunkt von K an (siche Korollar 2.4.26, Optimierung I). Ist
B rotund, so ist jeder Randpunkt von B Ecke und da =z € ¢.(x)S, falls
Maximalpunkt von ¢, {iber K ist, folgt, dass x Ecke von K ist.
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Seien a,b € K mit ||a — b|| = 2r(K), w ein Extremalpunkt von K der ¢,
maximiert und v ein Extremalpunkt von K der ¢, maximiert. Dann gilt
natiirlich 2r (K) = ||la — w| = [|jv — w||.

Ist nun K = —K so sind auch —v, —w Extremalpunkte von K und da
2r1(K) = [jv —w|| < ||v|| + ||w] ist, gilt max{||v||, [|[w]||} > r1(K). Also ist
mindestens eins der Paare {v, —v} oder {w, —w} diametral.

Die letzte Teilaussage folgt nun aus Lemma 6.7. 0J

6.9 Lemma
Sei K = —K und jeder Extremalpunkt von K° auch Ecke von K°. Dann
ezistieren parallele Stiitzhyperebenen Hy und Hy an K, sodass

(i) der Abstand von Hy und Hs gleich 2R (K) ist, und
(i) glatte Randpunkte —z,z von K existieren mit —z € Hy und z € Ho.

Ist B glatt, so erfillt jedes Paar von Hyperebenen, welches (i) erfillt auch

(ii).

BeEwEIs: Nach Lemma 6.8 existiert ein Extremalpunkt u von K° mit ||ul| =
r1(K°). Nun ist u nach Voraussetzung auch Ecke von K°, d.h. es existiert
ein z € bd(K) mit (u,z) =1 und (y, z) < 1 fiir alle y € K°\ {u}. Folglich ist
z ein glatter Randpunkt von K. Setzt man nun Hy = H_,; und Hy = H, 1,
dann gilt —z € H; und z € Hy und der Abstand der beiden Hyperebenen ist
%K")’ was wegen Lemma 6.4 (c) die verlangten 2R, (K) sind.

Schliefflich folgt aus der Glattheit von B, dass B* rotund ist und daher mit
Lemma 6.8 auch die letzte Teilaussage. 0

BEMERKUNG: Die Voraussetzung, dass jeder Extremalpunkt von K° bereits
Ecke von K° ist, kann nicht gestrichen werden!

6.10 Definition
Sei s € S und s* € S*. Dann ist die

a) s-Lange [,(K) die Linge eines lingsten Segments in K parallel zu s.

b) s*-Breite bs«(K) von K definiert durch

_ * o *
by = r;leagds , ) gélfr(l@ ..

6.11 Lemma

Sei C = L(K — K). Dann gilt 1,(C) = I,(K) und by (C) = by (K) fiir jedes
s €S bzw. jedes s* € S*.
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BEWEIS: Sei zunéchst s € S. Dann gilt

I(K)=max{||xr —2'|| :z,2' € K,I\ € R : x — 2’ = \s}

=max{||y|| :y € K — K,IAN € R :y = As}
2max{[|z]| : z € C,IN € R : z = As}
=max{||z — (—2)|[| : z € C,INER: 2z = As}
=max{||z — 7| : 2,7 € C,INER: 2 — ' = \s}
—1,(C).

Fiir s* € S* gilt

O
BEMERKUNG: Die Menge K — K heifit Differenzenkorper von K, die Menge
+(K — K) Zentralsymmetrisierte von K.

6.12 Korollar
Es gilt:

a) 2r(K) = maxses [s(K) = maxgeg« bs (K)

BEWEIS: Seien Ain, Amaz DZW. Giin,s Omae die Minima und Maxima der s-
Léngen und s*-Breiten. Nach Definition der Radien ist klar, dass 2 (K) =
Amaz Und 2Ry (K) = Bpin. Wegen Lemma 6.11 kénnen wir oBdA annehmen,
dass K = —K ist. Ferner nehmen wir o.E. an, dass A\, = 2 gilt, d.h. K C B
und 3z, —x € bd(K)NS. Nach Korollar 0.9 gibt es ein s* € S* mit (s*, z) = 1,
d.h. Bpae = 2.

Der Beweis fiir Sin = Amin geht analog (oder iiber Polaritét). O

6.13 Lemma
a) 2ri(K) =max{r € R: 3t € M, |t|| = 7, sodass (K +t)NK #0}.

b) 2R(K) =max{r e R:Vt e M, ||t|]| =7 gilt (K +t)NK #0}.

33



BEWEIS:

a) Sei 7 = max{r € R : 3t € M, |t| = 7, sodass (K +t) N K # (}
und z, 2’ € K, sodass ||z — 2| = maxsesls(K) = 2r(K). Dann gilt
re (K+t)NK firt =x— 2. Also ist 2r;(K) < 7*. Ist andererseits
r € (K +t)NK fiir ein t € M mit [[t|| = 7%, dann sind z,x — ¢t € K und
|z — (x —t)|| = 7%, also 2r (K) > 7.

b) Fast analog - siche Ubung!

O

6.14 Bemerkung
Daz € Rj(K)B+ F < (x+ R;(K)B)NF # 0 kann der dufere j-Radius
auch wie folgt dargestellt werden:

R;(K)=min{p >0 :3F C M (d — j)-dim. affiner Teilraum,
sodass (x + pB) N F # 0,Vr € K} .

Speziell im Fall j = d erhdlt man damit, dass

Rd(K):min{pEO: ﬂ (x—i—pB)#@}.

zeK

6.15 Lemma
Die Menge der Umkugelmittelpunkte von K ist konver und falls B rotund ist
einelementig.

BEWEIS: Die Menge der moglichen Umkugelmittelpunkte ist nach 6.14 gera-
de ,ex (# + Rq(K)B), also als Schnitt konvexer Mengen wieder konvex.

Sei nun B rotund und ¢!, ¢ Mittelpunkte von Umkugeln von K. Dann ist
auch ¢ = %(c1 + ¢*) Mittelpunkt der Umkugel von K. Daher muss es ein
x € K geben, sodass ||z — ¢|| = Ry(K). Damit gilt aber Ry(K) = ||z — ¢| =
15z — ') + 3(x — A)|| < 3llz = + illz — A < Ry(K). Es folgt also
H =z =l = Ra(K) und [|(z = ')+ (z = )| = e =l + 2 = 2.
Da B rotund ist folgt mit Lemma 6.7, dass x — ¢! =z —c? also ¢! =2 O

6.16 Satz (Helly)
Seien K1, . .., K,, C R? Korper, m > d+1 und der Durchschnitt Nics Ki # 0,
fir alle I C {1,...,m} mit |I| =d+ 1. Dann ist (-, K; # 0.

BEWEIS: siche Ubung 5.4. 0
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6.17 Korollar
Ry(K) = sup{Ry(S) : S C K, S Simplez}.

BEWEIS: Sei p* = max{R4(S) : S C K,S Simplex}. Dann ist natiirlich
Rd(K ) > p*.

Nun betrachte die Menge B der Kugeln {x + pB : = € K,p > p*}. Nach
Definition von p* haben je d+1 dieser Kugeln einen nichtleeren Durchschnitt.
Also folgt aus dem Satz von Helly, dass jede endliche Teilmenge von B einen
nichtleeren Durchschnitt besitzt und daher wegen Kompaktheit, dass

ﬂx—l—pB#@.

zeK
p>p*

Jeder Punkt dieses Durchschnitts ist der Mittelpunkt einer Kugel vom Radius
p*, die K enthélt. OJ

BEMERKUNG:

a) Die Dimension der Menge der moglichen Mittelpunkte eines Korpers ist
hochstens d — 1 und diese Schranke wird zum Beispiel durch Achsenpar-
allele Liniensegmente oder durch volldimensionale Ellipsoide, falls deren
kleinste Halbachse eindeutig ist, in B, erreicht.

b) Mittelpunkte der Umkugel miissen nicht grundsétzlich in K liegen. Es gilt
vielmehr die nachfolgende Charakterisierung;:

6.18 Satz
Die beiden folgenden Aussagen sind dquivalent:

a) Fir alle Korper K C M gilt K C ¢+ Ry(K)B fiir ein c € K.
b) d =2 oder B ein Ellipsoid.

BEMERKUNG: Ist B ein Ellipsoid so wird M meist schon als euklidisch be-
zeichnet.

BEWEIS: Wir zeigen nur die Riickrichtung und Beschréanken uns im Falle der
ellipsoidalen Einheitskugel auf B = B,. Fiir einen vollsténdigen Beweis siehe
[10].

Wir betrachten zunéchst den Fall d = 2 und nehmen an, dass ¢ ¢ K fiir alle
moglichen Umkugelmittelpunkte c ist. Es gilt also

() @+mB)NK=0.

reK
p>Ry(K)
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Aus der Kompaktheit von K und B und dem Satz von Helly folgt dann aber,
dass bereits fiir ein Paar z', 22 € K der Schnitt

(' + Ry(K)B) N (2% + Rg(K)B) N K

leer sein muss. Andererseits ist K konvex, also %(zl + 2?) € K und da
r(K) < Rq(K) folgt 3(z' + 2?) € (' + Ra(K)B) N (z? + Rq(K)B). Also
kann der Schnitt der drei Mengen nicht leer sein.

Sei nun M = R{. Da B rotund ist, folgt die Eindeutigkeit von c. Aus der
Annahme ¢ ¢ K folgt die Existenz einer streng trennenden Hyperebene H,, ,
von ¢ und K. Sei nun ¢’ die Orthogonalprojektion von ¢ auf H,, und fiir
r € K sei 2/ der Schnittpunkt des Segments [z, c] mit H,,. Dann gilt fir
alle r € K:

lz =l <llz =2+ l|l2" = ¢l < lz = 2| + [|l2" = cll = [z — ],
im Widerspruch zur Minimalitdt des Umradius. 0
Beispiel

Sei M = R und P = conv{e! +e*+e? —el +e2+e? el —e? +e3, el +e2 —€3},
dann ist Ry(P) =1 und 0 € P der eindeutige Mittelpunkt der Umkugel von
P.

6.19 Lemma
Fir jedes z € K und v € M sei v, = ||z — z|| und ®(x) = sup,cx ¢:().
Dann nimmt ® sein Infimum an, welches der Umkugelradius von K ist.

BEWEIS: Natiirlich ist jedes Funktional ¢, konvex und kontrahierend, denn

lo(ah) = e(@®)] =lla’ — 2l = [l2* = 2|l < [la* — 2%

folgt aus ||z — z|| < ||z! — 22| + ||27 —2]|, {i,7} = {1,2}. Als Supremum kon-
vexer Funktionale ist ® wieder konvex und wie leicht einzusehen auch wieder
Kontraktion, also stetig. Da schliellich ®(x) — oo fiir ||z|| — oo gilt, folgt,
dass ® sein Minimum annimmt, welches nach Definition der Umkugelradius
von K ist. O

6.20 Lemma
Set U ¢ M*\ {0}, o, € R und z € M.

a) FirvueU und z € Hf, st

_ ay, — (u, 2)
min ||z — z|| = ———"
2€Huo ]
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b) Ist K = (e Hif o, # 0, dann ist
— (u, 2)
rq(K) = su 1nf ML b
a(K) Zel\%ueU ||w||*
BEWEIS:
a) Es gilt
||u]|* = max —<u,x> = max 7<u,x —2)
w0 |lal| - are [l — 2]
S <u,x—z)_ ay, — (u, 2)
2€Huan || — 2|| min |z — z||
veH

U,y

b) Der maximale Radius einer in K enthaltenen Kugel mit Mittelpunkt z ist
das Infimum iiber die Abstédnde von z zu den K stiitzenden Hyperebenen
H, .,, nach a) also
inf 2\ E) {u, 2)
welU  |jull*
Der Inkugelradius ergibt sich dann gerade iiber eine optimale Wahl eines
solchen z.

O

Es folgen noch einige Aussagen speziell fiir Polytope:

6.21 Korollar
Seien u', ..., u™ € M*\ {0}, ov,..., 0, € R und P = (2, H; o, €in Poly-
top. Dann gilt

Td(P)—mm{TdS[ ﬂ uZa,IC{1,...,m},|]|:d+1}.

el

BEWEIS: Sei

p= mln{rdSI ﬂHula,IC{1,...,m},\[]:d—|—1}.

el

Offensichtlich ist dann r4(P) < p. Ist ¢; Mittelpunkt einer Inkugel von S; so
gilt nach Lemma 6.20, dass

i
min ||z —¢/|| = A L 14 (', er)
reH

4 > r (Sy).
e =

u®, o
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Also ist (u’, cr) < oy — pllu’||* =: o fiir alle i € T und somit ¢; € (N;e; Hysa!-
Mit dem Satz von Helly folgt daher, dass (2, Hyio # 0. Ist nun c ein
Element dieses Schnittes, so gilt (u’,c) < ol = a; — p||u’||* und nach Lemma
6.20, dass mingep , ||z —cl| > pfirallei € {1,...,m}. Es folgt c+pB C P
und daher p < rd(P)l, also insgesamt die Gleichheit.

0J

6.22 Lemma

Sei P ein Polytop und () = %(P — P) das zugehdrige zentralsymmetrisierte
Polytop. Dann haben die Seiten von () die Form %(F — @), wobei F und G
Seiten von P sind.

BEWEISs: Nach Definition 0.8(b) ist £ eine Seite von (), genau dann wenn F =
QN H,, fiir eine Stiitzhyperebene H, , von Q). Also ist /' gerade die Menge
der z € @, sodass (u,r) = max,eq(u,q). Sei F' die Seite von P mit u als
auBerer Normalen und G die Seite von P mit —u als d&uflerer Normalen. Dann
ist wegen maxgeq(u,q) = 3(max,, ep(u, p1) + maxy,ep(—u, p2)) offensichtlich
E=1(F-Q). O

6.23 Korollar
Sei P ein d-dimensionales Polytop. Dann gibt es parallele Stiitzhyperebenen
H{,Hy an P, sodass

(i) der Abstand von Hy und Hy gleich 2Ry (K) ist, und

(11) dim(P N Hy) + dim(P N Hy) > d — 1.
Ist P symmetrisch, so gilt dim(P N Hy) = dim(P N Hy) =d — 1.
BEWEIS: Sei Q = %(P — P). Da @Q ein Polytop ist, gilt dies auch fir Q°.
Folglich ist jeder Extremalpunkt von @Q° bereits Ecke von ()°, womit nach
Lemma 6.9 Hyperebenen H;, Hy mit Eigenschaft (i) existieren und glatte
Randpunkte 2!, 22 von ), sodass z* € H;, i = 1, 2. Da die glatten Randpunkte
eines Polytopes genau die relativ inneren Punkte der Facetten sind, folgt

dim(Q N H;) = d — 1 und damit die Behauptung im symmetrischen Fall. Die
Behauptung fiir allgemeine P folgt schliefilich mit Lemma 6.22. 0

7 In- und Umradius - optimales Containment
unter Homothetie

In diesem Abschnitt betrachten wir die in Definition 5.1 eingefiihrten Con-
tainment Probleme im Spezialfall, dass C? = {g(C?) : g Homothetie} ist,
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wobei jedes O ein fester konvexer Koérper des R? ist und ¢¢(c + pC?) = p
fiir alle ¢ € R? und p € R ist. Ferner nehmen wir an, dass der Inputkérper
K ein Polytop P ist.

Sind die C'? volldimensional und symmetrisch, so liegt im wesentlichen die
Aufgabe vor Inradien bzw. Umradien in Minkowski-R&umen zu bestimmen,
deren Einheitskugeln die C¢ sind.

Die nachfolgenden Ergebnisse konnen alle auch auf den allgemeinen Fall
asymmetrischer oder unterdimensionaler C? iibertragen werden. Dazu beno-
tigt man nur ein wenig mehr Technik (siehe [12]). Wir beschrinken uns hier
auf die In- und Umkugelbestimmung, d.h. die beiden Containment Probleme
lassen sich wie folgt in der Sprache der Radien formulieren:

Sei (M%) ey eine Folge von Minkowski Réumen mit Einheitskugeln B¢ = C“.
Bestimme r4(P) bzw. Ry(P) eines gegebenem Polytopes P C M<.

Zur Erinnerung: Wir sprechen im algorithmischen Sinn von V- oder H-
Polytopen P, wenn die jeweilige Darstellung polynomial in der Dimension
von P beschréankt ist.

7.1 Lemma
Sei P ein V- oder H-Polytop. Dann kann effizient entschieden werden, ob

a) die Darstellung von P irredundant ist.

b) P symmetrisch ist. Auflerdem kann das Zentrum eines symmetrischen P
effizient bestimmt werden.

BEWEIS: siche Ubung 5.1 0J

Fiir den Rest des Abschnitts sei M ein Minkowski-Raum mit Einheitskugel
B. Ist B ein V-Polytop so nehmen wir an, dass

B =conv{z',...,2"}, 2z, ....2"eM

eine irredundante Darstellung ist. Ist B ein H-Polytop, so nehmen wir an,
dass

]B%:ﬂ{xEM: (', z)y <1}, ob,...,y" e M*
i=1
eine irredundante Darstellung ist.
Ferner sei P C M ein V- bzw. H-Polytop,

P =conv{v',...,v™}, o', .., 0™ eM
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bzw.

jeweils irredundant.

7.2 Satz
a) Der Inradius rq(P) kann in polynomialer Zeit bestimmt werden, wenn
(i) B und P V-Polytope.
(i1) B und P H-Polytope.
(iii) B V- und P H-Polytop.

b) Der Umradius Rq(P) kann in polynomialer Zeit bestimmt werden, wenn

(i) P und B V-Polytope.
(ii) P und B H-Polytope.
(iii) P V- und B H-Polytop.

BEMERKUNG: Man beachte, dass wir in Satz 7.2 die Einheitskugel B sogar
als Teil des Inputs zulassen. Bei den standard Containment Problemen ist die
Familie C? zuvor fixiert, was das algorithmische Problem jedoch héchstens
einfacher macht.

BEWEIS:

a) Gesucht ist der maximale Dilatationsfaktor p, sodass ¢ + pB C P fiir ein
c € M.

(i) Im Falle, dass beide Polytope in V-Darstellung gegeben sind, miissen
p und ¢ so bestimmt werden, dass pz® + ¢ fiir alle i € {1,...,n}
Konvexkombination der v/, j = 1,...,m sind. Mit p,c und den
Koeffizienten der Konvexkombinationen \;; als Variablen ergibt sich
das folgende LP:

max p
SNl —pzt—c = 0 i=1,....n
j=1
Z)\ij = 1 ’L:]_, ,n
j=1
Aij > 0 1=1,...,n, j7=1,....m
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(ii),(iii) Ist P in H-Darstellung gegeben, so ist nach Korollar 6.20 (b)

Y
rq(P) = max min w
ceM j=1,...m ||u3||*
Sind die ||u/||* bekannt, so ergibt sich also das folgende LP mit ¢
und p als Variablen:

max p
(W ey +[W|*p < ay j=1,...,m.

Nach Definition der konjugierten Norm ist ||u/||* = max,ep(u?, x).
Ist B in H-Darstellung gegeben, ist dies aber ein LP und ist B in
V-Darstellung gegeben, so ist ||u/||* = max;—1__,(u’, 2").

b) Nun suchen wir das kleinstmdogliche p, sodass P C ¢ + pB fiir ein ¢ € M.

(i) Sind B und P in V-Darstellung gegeben, so erhalten wir analog zu
Teil a) (i) das Programm

min p
SXjpitte = ot j=1,....,m
i=1
Z)\ij = 1 jzl,...,m
i=1
)‘ij Z 0 izl,...,n, jzl,...,m,

welches wegen den Produkten A;; p nun aber nicht linear ist. Durch
die Transformation p;; = pA;; erhalten wir dann aber wieder ein LP
(in den Variablen p, ¢, p;;):

min p
Szt te = v j=1,....,m
i=1
zzl,uw—p = 0 jzl,...,m

pi; = 0 1=1,...,n, j=1,...,m.

(ii),(iii) Ist B ein H-Polytop, so ist P C ¢+ pB dquivalent zu (y',z —c) < p
fiir alle x € P, was durch sortieren der Variablen nach links und
ersetzen von ’fiir alle x € P’ durch 'max,cp’ in folgende Gestalt
gebracht werden kann:

min p
p+{y,c) > maxgep(yl,x) di=1,...,n.
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Falls die ¢; = max,ep(y’, z) bestimmbare Konstanten sind, ist dies
wieder ein LP. Offensichtlich ist aber ¢; im Falle, dass P ein H-
Polytop ist selber Losung eines LPs. Falls P ein V-Polytop ist, gilt
8 = maxj_1,_n(y’, v7).

O
BEMERKUNG: Die In- und Umkugelradien in /,-Réumen sind im allgemeinen
nicht rational. Es kann sogar gezeigt werden, dass es oftmals kein Polynom
7 gibt, sodass 7(ry) bzw. m(R4) rational wird (siehe [9]). Eine exakte Be-
rechnung ist daher im binédren Turingmaschinenmodell im allgemeinen nicht
moglich.

7.3 Satz
Ist M =R{, p € NU {oo}, so kann der

a) Inradius r4(P) eines H-Polytops P in polynomialer Zeit (mit beliebiger
Genauigkeit) approximiert werden.

b) Umradius Ry(P) eines V-Polytops P in polynomialer Zeit approximiert
werden. Ist p =2, so kann Ry(P)?* exakt bestimmt werden.

BeEWwEIs: (Skizze!) Sei ¢ € NU {o0}, sodass I% + % =1

a) Wie bereits im Beweis zu Satz 7.2 (a) gezeigt wurde, kann der Inradius
als Optimum des folgenden LPs erhalten werden:

max p
(W,e)+ ], p < a4 j=1,...,m.

Leider ist |[u/]||, im allgemeinen nicht rational, sodass wir diese Werte
rational approximieren miissen. Allerdings kann man zeigen, dass eine
in Abhéngigkeit von der Kodierungsldnge von P gewéhlte Approximati-
onsgiite der [|u/||, zu einem beliebig kleinen additiven Fehler in der Ap-
proximation der optimalen Losung des LPs fiihrt (siehe [12]).

b) Das Minimum der konvexen Kontraktion ® aus Lemma 6.19 kann mit-
hilfe des Ellipsoid-Algorithmus in polynomialer Zeit approximiert werden
(die ¢, sind differenzierbar und man erhélt daher einen Subgradienten
von ®(z) indem man eine Ecke 2/ von P bestimmt, sodass ®(z) = ¢,;()
und dann den Gradienten von ¢,;(x) bestimmt). Ist p = 2 so ist Ry(P)?
immer rational und daher kann bei einer (in Abhéngigkeit von der Kodie-
rungsldngen von P) ausreichenden Approximationsgiite das exakte Opti-
mum durch Rundung erhalten werden.
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O

BEMERKUNG:

a)

Wie man anhand des Beweises zu Satz 7.3 sieht, ist der Inradius exakt
berechenbar (und das fiir ganz allgemeine Minkowski-Réume), wenn man
fordert, dass die v/ der H-Darstellung alle normiert sind. Die Problematik
der Bestimmung der konjugierten Norm und die Rundung der evtl. auf-
tretenden irrationalen Werte wird dadurch dem Anwender zugeschoben.

Die polynomiale Berechenbarkeit (des Quadrats) des Umkugelradius von
V-Polytopen P folgt auch aus der Tatsache, dass das nicht-lineare Pro-
gramm

min p
le=vl < p j=1,...,m
& € RY
p e R

als Second Order Cone Problem (SOCP) darstellbar ist (siehe [23]). SOCP
Probleme kénnen allgemein in polynomialer Zeit approximiert werden und
es gibt verschiedene brauchbare Tools die dies auch tun.

Die Verwendbarkeit des Ellipsoid Algorithmus ist nicht auf die /,-Normen
beschrénkt. Vielmehr kann der Umkugelradius in ganz allgemeinen Min-
kowski-Rdumen mithilfe des Ellipsoid Algorithmus gelost werden, wenn
man in der Lage ist die folgenden drei Aufgaben zu bewiltigen:

(i) Bestimmung der Norm ||z|| eines gegeben Vektors z.
(ii) Bestimmung eines Subgradienten von ®(x) fiir ein gegebenes .
(iii) Bestimmung einer oberen Schranke der euklidischen Norm aller auf-

tretenden Subgradienten.

Ein Beispiel jenseits der polytopalen Einheitskugeln und der /,-Raume ist
etwa der Schnitt euklidischer Kugeln mit Mittelpunkten ¢’ und —c, wobei
lc']la < 1 sei.

7.4 Satz
a) Ist M = Rz, p € N oder B ein V-Polytop (ansonsten Teil des Inputs), so

b)

ist die Bestimmung einer unteren Schranke \ fir den Umradius Ry(P)
ewnes H-Polytops P NIPP-schwer.

IstM = R?, p € (N\{1})U{oco} oder B ein H-Polytop (ansonsten Teil des
Inputs), so ist die Bestimmung einer oberen Schranke X\ fiir den Inradius
rq(P) eines V-Polytops P NP-schwer.
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BewEIs: Teil (a) folgt direkt aus Satz 4.9 (bei V-polytopaler Einheitskugel
mit p = 1) und Teil (b) dann aus Teil (a) durch Polarisierung und Lemma
6.4 (c). O

8 Dicke und Durchmesser

Wir verwenden die gleiche Notation wie im vorherigen Abschnitt.

Zur Erinnerung: Die Bestimmung von Dicke bzw. Durchmesser bedeutet
in der Sprache der Containment-Probleme, dass zu einem gegebenem Korper
C' (Einheitskugel des Minkowski-Raums) und einem gegebenem Polytop P
ein optimaler Tanslationsvektor ¢ und ein eindimensionaler Unterraum F
gesucht ist, sodass ¢+ (pC' N F) C P bzw. P C c+ F° + pC.

Diese Aufgaben lassen sich sicherlich auch fiir asymmetrische und unterdi-
mensionale C' untersuchen, was aber wegen fehlender Anwendungen bisher
nicht von Interesse war.

8.1 Satz
a) Der Durchmesser 2ri(P) kann in polynomialer Zeit bestimmt werden,
wenn
(i) B und P V-Polytope.
(i) B H-Polytop und P V-Polytop.
(111) B und P H-Polytope.

b) Die Dicke 2R,(P) kann in polynomialer Zeit bestimmt werden, wenn

(i) B und P V-Polytope.
(i) B H-Polytop und P symmetrisches H-Polytop.
(#ii) B V-Polytop und P H-Polytop.

BEWEIS:

a) Nach Lemma 6.5 und 6.11 gilt 2r(P) = r(P—P) = Ry(P— P). Ist P ein
V-Polytop so kann eine (irredundante) V-Darstellung von P — P effizient
erzeugt werden. D.h. die Aussagen (i) und (ii) folgen aus Satz 7.2 (b).

Es bleibt also nur noch Teil (iii) zu zeigen. Nach Korollar 6.12 ist 21 (P) =
maxg«es+ bg« (P). Nun ist aber ¢, mit ¢, (s*) = (s*, z) fir jedes feste x ein
lineares Funktional. Also nimmt ¢, sein Maximum an einer der Ecken
des Polytops B* an, welche nach Korollar 1.10 gerade die 3 sind. Folglich
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‘H-Polytop, so ergibtyé.iych daher ein LP iiber dem H-Polytop P x P.
(Ist P ein V-Polytop, so ist §; = max;, ;, (y*, v/* — v72), also eine Losungs-
alternative fiir Teil (ii)).

Da die affine Hiille von P effizient bestimmt werden kann, nehmen wir
oBdA an, dass P volldimensional ist (andernfalls ist Ry (P) = 0). Wieder
kann im Falle eines V-Polytops P effizient eine V-Darstellung von P — P
bestimmt werden. Ist P ein symmetrisches H-Polytop, so kann wegen
Lemma 7.1 das Zentrum c von P in polynomialer Zeit bestimmt werden
und damit leicht eine V-Darstellung von (P —¢)°. Wegen Lemma 6.11 gilt
2R,(P) = Ry(P—P). Teil (i) und (ii) folgen nun entweder mittels Lemma
6.5 und Satz 7.2 (a) oder mithilfe von Lemma 6.4(c) und Teil (a,i) und
(aiii).

Bleibt noch der Fall (iii) zu zeigen. Nach Lemma 6.13 ist aber 2R (P) > p,
genau dann wenn fiir alle t € M, [|t]] < pein 2z € PN (P + t) existiert.
Dies ist gleichbedeutend mit

pB C {teM: 3z eM: (v/,z) <min{oy,a; + (v, 8)}, j=1,...,m}.

Es ergibt sich daher das LP

max p
(u? | x) < j=1,....,m
<U],ZE> - <ujazl>p S a5 L= 17 1y J =1 , M
T € R4
P e R

O

BEMERKUNG: Das erzeugen irredundanter Darstellungen sollte im Einzelfall
kontrolliert werden. Manchmal ist der Aufwand fiir die Identifizierung irrele-
vanter Daten deutlich grofler als der Zeitverlust in den obigen Algorithmen
durch mitschleppen redundanter Informationen.

Notation: a® := a.

8.2 Satz
Seien p,q € NU {00}, sodass % + % =1 und M = ]Rz. Dann kann

a)

die p-te Potenz des Durchmessers 2ry(P)

(i) eines V-Polytops P C RY fiir p € NU {oo}
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(i) eines H-Polytops P C RY fiir p = oo
b) die q-te Potenz der Dicke 2R (P)

(i) eines symmetrischen H-Polytops P C Rﬁ fir p e NU{oo}
(i) eines V- oder H-Polytops P C RY fiir p =1

in polynomialer Zeit bestimmt werden.

BEwEIs: Folgt aus Lemma 4.1, 6.4(c), 6.8 und Satz 8.1. O

8.3 Satz
a) Ist M = Rl‘f, p € N oder B ein V-Polytop (ansonsten Teil des Inputs), so

ist die Bestimmung einer unteren Schranke X fiir r1(P)? bzw. ri(P) eines
H-Polytops P NP-vollstindig.

b) Ist M =RZ, pe (N\{1})U{oc} oder B ein H-Polytop (ansonsten Teil
des Inputs), so ist die Bestimmung einer oberen Schranke X\ fiir Ry(P)P
bzw. Ry (P) eines V-Polytops P NIP-vollstindig.

c) IstM = ]Rg, p € {2,00} oder B ein H-Polytop (ansonsten Teil des Inputs),
so ist die Bestimmung einer oberen Schranke A fiir die Dicke Ry(P)P bzw.
Ry(P) eines H-Polytops P NP-vollstindig.

Die Teile (a) und (b) gelten auch dann noch, wenn als Input nur symmetri-

sche Polytope P zugelassen sind

BEWEIS: Die Zugehorigkeit zu NP folgt aus den méglichen Zertifikaten: zwei
Ecken mit geniigend groflem Abstand im Falle des Durchmessers, eine Nor-
male der geniigend nahen parallelen Stiitzhyperebenen im Falle der Dicke.
Da fiir symmetrische Polytope nach Lemma 6.5 r1(P) = Rq(P) und R,(P) =
rq(P) gilt, folgen Teil (a) und (b) direkt aus Satz 7.4.

Zu Teil (c): Man zeigt die Schwere der Dickeberechnung von Simplexen (in
V- oder H-Darstellung) mithilfe von Korollar 6.23 durch Transformation von
PARTITION (siehe [11]). O

BEMERKUNG: Die Komplexitdat der Dickeberechnung von asymmetrischen
‘H-Polytopen in Rg mit p € (2,00) ist offen. Dies liegt wohl eher an algebrai-
schen Problemen bei der Konstruktion der benétigten Transformation als der
Moglichkeit der effizienten Losbarkeit.

BEMERKUNG: Analog zu Satz 4.10 kénnen mithilfe von Normwechseln Ap-
proximationsalgorithmen mit a-priori gegebenen Approximationsgiiten fiir
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Inradius Iy I

V — Polytope symm. P NP — vollst. NP — vollst.
allg. P NP,pprox — vollst. NP — vollst.
‘H — Polytope symm. P P P
allg. P P approx P
Umradius Iy lo loo
Y — Polytope symm. P P P
allg. P P P
‘H — Polytope symm. | NP — vollst. NP — vollst. P
allg. | NP — vollst. NP — vollst. P
Dicke ll lg loo
YV — Polytope symm. P NP — vollst. NP — vollst.
allg. P NP — vollst. NP — vollst.
‘H — Polytope symm. P P P
allg. P NP — vollst. NP — vollst.
Durchmesser [ lo loo
V — Polytope symm. P P P
allg. P P P
‘H — Polytope symm. | NP — vollst. NP — vollst. P
allg. | NP — vollst. NP — vollst. P

Tabelle 1: Effizient und nicht effizient 16sbare Radienberechnungsaufgaben
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die vier Grundradien gewonnen werden (man beachte, dass in obiger Tabelle
zu jedem Radius und jeder Darstellung von P mindestens ein P existiert).
Ebenfalls kann wieder gezeigt werden, dass die so gewonnenen Giiten fast
bestmoglich sind.

9 Die anderen Radien

Leider gibt es kaum positive Resultate zu den j-Radien mit j & {1,d}. Da es
aber eine Reihe von Anwendungen gibt (meist aus anderen mathematischen
Teildisziplinen) in denen diese Radien eine Rolle spielen, wollen wir in diesem
Abschnitt zunéchst einige negative Resultate festhalten und schliefflich etwas
zur Approximierbarkeit der &ufleren j-Radien festhalten.

9.1 Satz
Firp e N und j € N (fest) ist jedes der folgenden Probleme in l,-Rdumen
NP-schwer:

a) Fir H-Parallelotope P

(1) die untere Beschrinkung von r;(P),

(11) die obere Beschrinkung von Rqyi—;(P).
b) Fir V-Kreuzpolytope P

(1) die obere Beschrinkung von R;(P),

(11) die untere Beschrinkung von rapi—j(P).

c¢) Falls p € {2,00} fiir V- oder H-Simpleze S die obere Beschrinkung von
R;(S).

BEwEIS: (Skizze!) Man beweist nur die Teile (a,i) und (c) direkt. Der Rest
folgt dann mittels Lemma 6.4 (c) und Lemma 6.5. Zum Beweis von (a,i) bzw.
(c) zeigt man, dass aus einem polynomialen Algorithmus zur Berechnung
dieser Radien auch ein polynomialer Algorithmus zur Berechnung von r;(P’)
bzw. Ri(S’) folgen wiirde, wobei P’ wieder ein beliebiges H-Parallelotop
und S’ ein beliebiges V- oder H- Simplex ist. Dies geschieht mittels eines
Lifting-Arguments, d.h. aus P’ bzw. S’ C R? wird ein P bzw. S € R¥H!
konstruiert, sodass r;(P) = r1(P’) bzw. R;(S) = Ry(S’) (siehe [11]). Wegen
Satz 8.3 wiirde das aber P = NP bedeuten. 0J
Die obigen Resulate kénnen noch etwas verallgemeinert werden, vor allem
in der Hinsicht, dass man j als Funktion mit d wachsen lisst. Ein fiir die
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Anwendung wichtiger Fall ist in Satz 9.1 allerdings offen geblieben: Die obere
Beschrénkung des dueren (d — 1)-Radius von V-Polytopen.

Zumindest im euklidischen Fall kénnen wir diese Liicke mithilfe von Bemer-
kung 6.14 schlieflen:

9.2 Satz
Das folgende Problem ONE-SHOT ist NP-schwer:

INPUT: ¢l ... " e RE, N eR.
FRAGE: Euzistiert eine Gerade, die alle Kugeln
Bi={zeR¢: |z -2 <A}, i=1,...,n schneidet?

BEMERKUNG: Man beachte, dass sich in unserer iiblichen Darstellung B® =
¢ + pB wegen p = /A evtl. irrationale p ergeben (die wir nicht kodieren
kénnten).

BEWEIS: Zum Beweis der Schwere geben wir eine Transformation von 3-SAT
an. Sei dazu I = (n,m, S5,C) eine Instanz von 3-SAT mit S = {s1,...,5,}
und C = {C4,...,C}. O.E. kann angenommen werden, dass jedes C; aus
drei verschiedenen Variablen besteht.

Sei d = n+ 1, X4 = conv{z®e!,..., +el} das regulire Kreuzpolytop und
A= (d—1)/d. Ferner sei B, = {x : ||z —¢€'||3 < A}, B. = {x: ||z +¢€'||5 < A},
i =1,...,d. Dann folgt B, N B- =0, i = 1,...,d und fiir jeden Vektor
o= (01,...,04) mit o; € {+,—},i=1,...,dist ¢, :=1/d (Zfil aiei) das

eindeutige Element in ﬂle B! . Folglich schneiden genau die 24-1 Geraden
lio = aff{q_,, ¢, } alle Kugeln B. und B",i=1,...,n.

Seien nun B7 = {z : ||z — p?||3 < A}, wobei die p’, j = 1,...,m wie folgt
definiert werden: Sei zunéchst o € R, sodass (12—4/d)a? < A < 12a2. Dann
setze

Q, falls s, € C},
Ppyr =3a und pi =< —a, fallss; €0y, ;; Y

0, sonst,

Wir zeigen, dass I = (n,m, S,C) eine Ja-Instanz von 3-SAT ist, genau dann

wenn eine Gerade existiert, die alle Kugeln B, i = 1,...,n und B/, j =
1,...,m schneidet.

Sei zunédchst I = (n,m,S,C) eine Ja-Instanz. Setze o; = +, falls s; wahr,
o; = —, falls s; falsch, + = 1,...,n und 0,,.1 = +. Natiirlich schneidet die

Gerade 1y, alle Kugeln B’ und B’. Bezeichnet 7; die Anzahl der wahren
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Literale in Cj, so ist der Abstand zwischen Iy, und p’ das Minimum der
quadratischen Funktion

i) =P = paoll3 = 75(a— 1) + (3 =75)(a+ p)* + (n = 3)p* + (3a — ).

Mittels Kurvendiskussion zeigt man leicht, dass das Minimum von f; bei
5 = 27;a/d liegt und f;(u5) = (12 — 477 /d)a? ist. Da nach Annahme 7; > 1
gilt, folgt, dass f;(u;) < A, und daher schneidet I, auch alle Kugeln B,
j=1...,m.

Existiert nun andererseits eine Gerade die alle Kugeln schneidet, so muss das
nach unseren Voriiberlegungen eine der [., sein. Sei 0.E. 0,7 = +. Dann
setze s; wahr, falls 0; = + und s; falsch, falls o; = —. Da Iy, die Kugel B’
schneidet, kann das Minimum der Funktion f;(x) nicht groBer als A sein. Das
ist nach Wahl von o aber nur méglich wenn 7; > 1 gilt. U

BEMERKUNG: Auch Satz 9.2 kann wiederum auf R,;_; mit konstantem k&
verallgemeinert werden [13].

Auf der positiven Seite gibt es nur wenig nutzbares und das fast ausschlie§lich
fiir V-Polytope im euklidischen Raum:

a) Fiir feste d kann der &uflere j-Radius theoretisch in polynomialer Zeit
berechnet werden [6]. Fiir die Praxis ist dieses Resultat aber absolut un-
brauchbar.

b) In [22] wird der &uBere j-Radius zunéchst als nicht-lineares Optimierungs-
problem formuliert und dann durch ein Semidefinites Programm relaxiert
(untere Schranke). Durch eine teilweise randomisierte Rundungsprozedur
des relaxierten Ergebnis erhélt man schliellich eine Approximation des
duBeren j-Radius, die maximal O(y/log(n)) vom Optimum abweicht. Fir
j = 1 folgt aus [5] das auch kaum noch bessere Giitegarantien zu erwarten
sind.

Implemetationen besitzen gute Laufzeiten, die Approximationsgiite der
Resultate ist im allgemeinen aber nicht zufriedenstellend.

c¢) Eine Familie von Algorithmen (A(e);e > 0) heiit Polynomial Time Ap-
proximation Scheme (PTAS) zu einem gegebenem Minimierungsproblem
mit optimalem Zielfunktionswert w*, wenn fiir jedes feste € der Algorith-
mus A(e) in polynomialer Zeit eine zuldssige Losung x mit Zielfunkti-
onswert w < (1 4 €)w* bestimmt. Ist die Laufzeit auch in Abhéngigkeit
von 1/e polynomial, so spricht man von einem Fully Polynomial Time
Approzimation Scheme (FPTAS)
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In [16] wird ein PTAS fiir Ry_; mit konstantem k angegeben. Die Lauf-
zeitkonstanten in Abhéngigkeit von 1/e sind aber so schlecht, dass schon
fiir k = 1 keine sinnvollen Laufzeiten zu erwarten sind (dn©(/="1og(t/=))),

10 Multiples Containment unter Homothetie

10.1 Lemma
Sei M = (R4, || - ||) ein Minkowski-Raum. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

(i) B ist ein Parallelotop

(11) Ist A C M und p > 0, sodass fiir jedes Paar a',a®> € A der Schnitt
(a' + pB) N (a® + pB) # 0, dann gilt (,c(a + pB) # 0.

(111) m(K) = Rq(K) fiir alle Kérper K C M.

BEWEIS: Es geniigt die Aquivalenz der Teile (i) und (iii) zu zeigen, da die
Aquivalenz der Aussagen (ii) und (iii) direkt aus Bemerkung 6.14 folgt.

Sei zunéchst B ein Parallelotop, B = ﬂle{x € M : (+y',x) < 1} mit
linear unabhéngigen y',...,y% € M* und K C M ein beliebiger Kérper. Mit
v wt € K, sodass

vIﬁ%)}%(y,U—w>:<y,U —wh, i=1,...,d,

seien a; := (', v’ +w’) und ¢ € M, sodass (\(_, Hyi o, = {c}. Nach Korollar
6.12 ist

2r(K) = max bs(K) = Zgaxd@ L0 —w').

-----

daher R4(K) < ri(K). Da nach Lemma 6.5 grundsitzlich Rq(K) > r(K)
gilt, folgt insgesamt die Gleichheit der beiden Radien.

Ist B ein Polytop aber kein Parallelotop, so folgt, dass B = ()_,{z €
M : (+y',x) < 1} mit m > d + 1 gilt. O.E. kann angenommen werden,
dass je d der y' linear unabhiingig sind (sonst kann die nachfolgende Be-
trachtung in einer niedrigeren Dimension durchgefiihrt werden). Es folgt
—ydtl = Zle Nyt mit \; #£ 0,4 = 1,...,d. Da mit y* auch immer —y°
Facettennormale von B ist, kann sogar von \; > 0,7 =1,...,d ausgegangen
werden. Es folgt —y®™! € int{pos{y',...,y?}}. Letzteres bedeutet aber, dass
S =NHHzr € M : (y,2) < 1} ein d-Simplex mit 0 € int(S) ist. Sei nun
T = conv{a!,...,a®'} C B ein d-Simplex, sodass a’ im relativen Inneren
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der Facette von S mit 3 als Normale liegt. Dann folgt aber offensichtlich
Ry(T) = 1 und r(T) < 1, da andernfalls parallele Stiitzhyperebenen an B
durch a’ und @’ existieren miissten.

Die Aussage fiir nicht-polytopale B folgt schliefllich mithilfe der beliebig ge-
nauen Approximierbarkeit von B durch Polytope, (kann aber auch direkt
oben eingearbeitet werden). O

10.2 Definition
a) Sei M = (R || - ||) ein Minkowski-Raum und A C M. Dann ist

Ri(A):==min{p>0:Vae A3 eM,l € {1,....k} mitac +pB}
der k-center Radius von A.

b) Sei (M? d € N) eine Folge d-dimensionaler Minkowski-Rdiume. Das fol-
gende Problem heifit k-CENTER:

INPUT: d €N, AC M? endlich.
FRAGE: Emistieren c',...,c* € M?, sodass es fiir alle a € A
einl €{l,....k} mitaec +B gibt?

BEMERKUNG:

a) Offensichtlich ist RY(A) = Ry4(A) = Ry(conv(A)) > R2(A) > R3(A) >

b) Fiir k > 2 ist im allgemeinen R%(A) # R%(conv(A)).

10.3 Satz
a) Sei M4 = Re.. Ist k < 2, dann ist k-CENTER € P, andernfalls ist k-
CENTER NP-vollstindig.

b) Sei M? = RY und k > 2. Dann ist k-CENTER NP-vollstindig.

BEWEIS:

a) Wir zeigen, dass das Problem fiir alle k£ € N dquivalent zur k-Férbbarkeit
von Graphen ist. Da die k-Féarbbarkeit fiir & < 2 polynomial durchfiihrbar,
fiir £ > 3 aber NP-vollsténdig ist, folgt dann die Behauptung.

Zu einer gegebenen k-CENTER Instanz (d, A) konstruieren wir zunéchst
den folgenden Graphen: G = (4, E) mit {a',a*} € E, genau dann wenn
la' — a?||c > 2. Eine Kante in G bedeutet also, dass die zugehdrigen
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b)

Knoten durch verschieden Einheitswiirfel {iberdeckt werden miissen; je-
de kantenfreie Knotenmenge kann nach Lemma 10.1 aber mit dem glei-
chen Wiirfel iiberdeckt werden. Die Uberdeckung von A durch k Kopien
des Einheitswiirfels ist also genau dann moglich, wenn G ein k-farbbarer
Graph ist (Die Bestimmung der Mittelpunkte der einzelnen Partitionen
kann dann wie in Lemma 10.1 erfolgen).

Sei andererseits G = (V, E) ein Graph, o.E. V = {1,...,n}. Fiir i =

1,...,n seien o € RL, mit af = —1, a} = 2, falls {7,j} € E und sonst
a’ = 0. Offensichtlich ist dann [a’ — a7 || > 2, genau dann wenn {4, j} €
E. Der Graph ist also k-firbbar, genau dann wenn a!,...,a" durch k

Einheitswiirfel iiberdeckbar sind.

Fast analog zu Satz 9.2 [18].
O

BEMERKUNG:

2)

In R% kann die Bestimmung von R3(A) wegen Satz 10.3 mithilfe einer
oberen Schranke und bindrer Suche in polynomialer Zeit durchgefiihrt
werden.

Als gemeinsame Verallgemeinerung der dufleren j-Radien und der k-center
Radien definiert man auch

R}“(A) :=min{p > 0:Va € AJF, (d — j)-dimensionaler
affiner Unterraum ,1 € {1,...,k} mit a € F; + pB}.
Vor allem der Fall j = d — 1 hat als k-line center Problem einige Beach-

tung gefunden. Im euklidischen spricht man von projektiven Clustering
Aufgaben.

Bei Anwendungsproblemen im Bereich des optimalen Shape-Fittings kon-
nen auch multiple Containment Probleme mit verschiedenen Containern
(Kugeln und Zylinder / verschiedene Normen) auftreten.

11 Approximation und Core-Sets

In diesem Abschnitt wollen wir uns am Beispiel der euklidischen Umradiusbe-
rechnung ein neues Konzept zur Beschleunigung existierender geometrischer
Optimierungsverfahren anschauen: Die Bestimmung von Core-Sets.

Der Begriff tauchte erst vor wenigen Jahren zum ersten mal auf, hat seitdem
aber grofle Beachtung gefunden (die zugehorigen Originalreferenzen sind al-
lerdings mit Vorsicht zu geniefien).
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Sei K C RY ein Kérper und P C R¢ eine (endliche) Punktmenge (evtl. die
Eckenmenge eines V-Polytops), |P| =n und € > 0.

11.1 Lemma
Sei ¢ € RY der Mittelpunkt der Umkugel von K.

a) Zu jedem Halbraum H™ mit ¢ € Hf existiert ein v € K, sodass v €
(c+ Rg(K)S)N H™ (vgl. Beweis zu Ubung 5.3).

b) Zu jedem q € RS mit ||c — q|| = & ewistiert ein v € K, sodass ||v — q||* >
Ry(K)? + 62

BEWEIS:

a) Angenommen es existiert ein Halbraum H™, sodass
ce H  und KN (c+ Ry(K)S)N HT = 0.

O.E. sei c =0, Rg(K) =1 und H = H,o mit u € RY, ||ul| = 1. Da K
und SN Ht =: St kompakt sind, existiert ein ¢ > 0, sodass Vo € K
und s € ST gilt ||z — s|| > e. Ist € gentigend klein, gilt dann K C
COHV{H;% NB, H N(1—¢)B} =: B. Um einen Widerspruch nachzuweisen
geniigt es also zu zeigen, dass Ry(B) < 1. Nun ist aber ||z + eu/2| < 1
fir alle x € H,-NB und fiir alle z € HT N (1 — €)B, also auch fiir alle
r € B.

b) Folgt mit H orthogonal zu aff{c, ¢} durch ¢ direkt aus Teil (a).

0J
BEMERKUNG: Nach Satz 7.3 ist der Umkugelradius eines V-Polytopes in
polynomialer Zeit bestimmbar. Allerdings ist der dort verwendete Ellipsoid-
Algorithmus wenig Praxis tauglich. Mithilfe von Lemma 11.1 kann aber ein
recht schnelles FPTAS erzeugt werden:

11.2 Satz
In O(nd/e%) Schritten kann ein ¢ € RS und ein p < (1 + &)Rq(P) bestimmt
werden, sodass P C ¢ + pB.

BEWEIS: Der Algorithmus lautet wie folgt: Sei ¢! € P beliebig und fiir i =
1,...,[1/e%] — 1 sei v* € P, sodass ||¢ — v'|| = max,ep ||c! — z]|. Setze

A=+ (v' — ).

1+ 1
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Sei ¢ der Mittelpunkt der Umkugel von P. Wir zeigen durch Induktion, dass
|c — ¢|| < R4(P)/Vi, woraus direkt die Behauptung des Satzes folgt.

Dac! € P gilt natiirlich |[c—c'|| < Ry(P). Wir nehmen nun an, dass ||c—c’|| <
Ry4(P)/+/iist und zeigen die Richtigkeit der Aussage fiir i+1. Sei H die (eine,
falls ¢ = ¢') Hyperebene senkrecht zu aff{c,c'} mit ¢ € H und ¢’ € H~. Es
folgt ||c' — v||* < Rg(P)?* + ||c" — ¢|? fiir alle v € P Nint(H ). Andererseits
existiert nach Lemma 11.1 ein v € PNH™ mit || —v||* > || —c||*+ Ra(P)*.
Folglich ist v* € HT. Wir unterscheiden die Fille ¢ € HT und ¢t €
int(H ™).

Ist ¢ € HT, so wird ||¢"™! — ¢|| maximal, wenn ¢ = ¢ gilt. Durch einsetzen
folgt daraus aber ||¢™! — ¢|| < Ry(P)/Vi+ 1.

Ist ¢! € int(H™), so wird |[¢""! — ¢| maximal, wenn |¢' — ¢|| maximal
wird und v* € H N Ry(P)S gilt. Dann ist aber das Dreieck conv{c,c’,v'}
rechtwinklig und es folgt mithilfe des Kathetensatz, dass ¢! FuBpunkt der
Héhe von ¢ auf [¢!, v?] ist. Folglich ist in diesem Fall

i i i g 1 1
o= P = o= ¢ = I = ¥ = (5 - s ) B

_ L
i1

O
Nun zum eigentlichen Thema dieses Abschnitts:

11.3 Definition
FEine Menge S C P heifst e-Core-Set von P, falls P C cs + (1 + ¢)Rq(P)B,
wobei cg der Umkugelmittelpunkt von S ist.

BEMERKUNG:

a) Da pg := max,ep ||cs — v|| < (1 + ) Ry(P) fiir ein Core-Set S gilt, ist pg
eine (1 4 ¢)-Approximation von Ry(P).

b) Nach Lemma 10.1 ist in R% jedes diametrale Paar von Punkten aus P ein
e-Core-Set fiir beliebige ¢, das zusammen mit dem notigen Mittelpunkt
in O(nd) Schritten bestimmt werden kann.

11.4 Satz
Es ezistiert ein e-Core-Set S C P mit |S| < [2/e].

BeEwEIS: Wir geben wieder zuniichst die Konstruktion an: Sei dazu v € P
beliebig und S; = {v'}. Fiir i = 1,...,[2/¢] seien (iterativ) p; = Rq(S;), ¢’

der zugehorige Mittelpunkt und \; = p;/R, wobei R = (1 + ) Ry(P). Weiter
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seien vt sodass ||¢¢ — v"T| = max,ep ||¢f — o] und S;y; = S; U {viH}
Schliefllich sei

p= min |t — v

Offensichtlich folgt aus A\; > 1/(1 4 ¢) fiir ein ¢ > 0, dass p; > Ry(P) im
Widerspruch zu S; C P. Wir zeigen, dass aus der Annahme p > R aber
Ai > 1/(1 + ¢) folgen wiirde.

Sei y; = ||c" — ™| Ist ; = 0 fiir ein 1 < 2/e, so folgt ||c" — v = piy1 <
R4(P), im Widerspruch zur Annahme ||¢/ — v**!|| > R. Sei daher v; # 0,
i =1,...,[2/¢] und H eine Hyperebene senkrecht zu aff{c’, ¢}, sodass
¢ € H und ¢t € H~. Nach Lemma 11.1 existiert ein s € S; N H* mit
pig > ||t —s||? > p? +47. Andererseits folgt mittels Dreiecksungleichung

aus der Annahme ||¢! — v™*!|| > R, dass p;y1 > R — 7;. Insgesamt gilt also

i 1 =
)\z‘+1=p];:1 Zﬁmax{R—%,\/p?-l-%Q}.

Da mit wachsendem ~; auch /p? + 2 wiichst, aber R —; fillt, ist die untere
Schranke fiir A;;; sicherlich am kleinsten, wenn ~; gerade den Wert annimmst
fir den R—~; = \/p? + 72 gilt. Durch quadrieren und auflésen nach ~; ergibt
sich

%:% und )\z‘+121—;/\?-
Sei nun p; :=1/(1 —\;), also \; =1 —1/p;. Dann gilt
Pit1 = ! Ty2 'uil = (1 + ! +i2+...)>,ui+l.
I A o 2, Ap; 2

2
Da A; = 0 folgt g1 = 1 und daher p; > 14 i/2. Folglich ist

L > ! fall '>2
— alls i > —.
1+i/2 7 1+¢’ e

A > 1

O

11.5 Korollar
Es kann in O(nd/e+(1/€)3) Schritten ein & mit c+pB D P bestimmt werden.

BEWEIS: Durch Kombination der Algorithmen in Satz 11.2 und 11.4. U

BEMERKUNG: Es kann sogar die Existenz von Core-Sets der Grofie [1/¢]
nachgewiesen werden. Allerdings ist deren Erzeugung algorithmisch deutlich
aufwendiger. Mithilfe der j-dimensionalen Seiten regulidrer Simplexe zeigt
man schliellich, dass [1/e] eine untere Schranke fiir die Groe von Core-Sets
ist.
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12 Adaptive Ansitze

siehe Vorlesung — nicht Priifungsrelevant!
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